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I. Expansion et composition de 'univers

On suppose un univers homogene, isotrope et en expansion dont les propriétés sont
définies par H(z), R(t)/Ry = 1/(1 + z) et les composantes sont caractérisées par leur
équation d’état P = wp. Les parametres décrivant I'univers aujourd’hui s’écriront Hy,
to.

1.1 Description de ’expansion.

Rappeler ce qui peut justifier une équation d’état de cette forme pour
toutes les composantes.

Cette forme d’équation d’état est celle d'un fluide parfait. Dans I'hypothese d'un
univers homogene et isotrope on s’attend que le fluide ne subisse pas de contraintes, de
chocs, de gradient de vitesse ni de transport de chaleur importants, du moins a grande
échelle, ce qui est une propriété des fluides parfaits. L’ensemble de I'univers conserve
donc la méme température et en I’absence de flux de chaleur, le fluide se comporte comme
un gaz parfait et I’expansion est adiabatique. Ces arguments justifient donc une équation
d’état de cette forme.

A partir des équations de Friedmann déterminer la forme du facteur
d’échelle , a(t) = R(t)/ R, en fonction de ¢t pour les modeéles suivants:

e les univers vides, de courbure non-nulle,

e l'univers plat et uniquement composé de photons,

e l'univers plat et uniquement composé de matiere,

e l'univers plat et uniquement composé d’une constante cosmologique.

On fera ’hypothése que a(t) est de la forme t" et ’on justifiera les valeurs
considérées pour n pour chaque modeéle. On tracera ces modeles (a(t)) sur
une méme figure, en prenant {, comme une référence commune de fagon a
faire passer tous ces modeéles au point (g, 1).



e Pour un univers vide, I’équation de Friedmann (290) du cours donne immédiatement
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a’ (t) = TR (1)

Les solutions dépendent de k:

— k = 1 : solution irréaliste (@ imaginaire).
— k=0:a=0. Il sagit d'un univers statique: a = ay = 1. La métrique est
celle de Minkowski.

— k = —1: les solutions sont: .
a=+— (2)
Ry
mais nous ne considérons que les univers en expansion et la solution qui nous
intéresse est donc

c

a(t) = —t . 3

=7 ®)

La} dérivée a est constante et doit exactement corrrespondre a Hy (Hy =

(%) 0), donc Hy = 1/ty = ¢/Ry. La forme de ’expansion peut donc s’écrire:
2=

a(t) = Hot (4)

e Pour univers plat mais uniquement composé d’une composante (les autres modeles
a discuter), on peut partir de 'expression générale donnée par I'Eq.(264) du cours:
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et sachant que
pi = poi (1 + 2)3(1+w1-) _ pOia73(1+wi) . (6)

L’équation différentielle qui décrit I’expansion d’univers plats est donc
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— siw # —1, alors On cherche des solutions de la forme a(t) o< t" ce qui implique
que

3+ 3w (8)



« Composante photon uniquement: w = 1/3 donnée par 1’équation d’état
des photons, donc n = 1/2. On a toujours a(t = ty) = Hy, soit

— — H,. 9
2to 0 (9)

La solution, avec a(t = ty) = 1 comme référence, s’écrit

a(t) = \/2Hyt"? (10)

x Composante matiere uniquement: w = 0. En effet, dans un univers
dominé par la matiere, le terme de pression est totalement négligeable
compte tenu des vitesses individuelles des galaxies qui sont de l'ordre de
100 kms~'. Donc n = 2/3 et on a de méme

a(t) = (3/2H,)** ¥/ (11)
— si w = —1, alors on est dans la cas de la constante cosmologique et la solution
devient
8rG
i =2 0 a? (12)
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ce qui conduit a une solution exponentielle:
a(t) = exp [Hy (t — to)] (14)

En résumé, pour 'ensemble de ces modeles, avec une référence temporelle sur t = ¢
et en fonction de Hy et t, nous avons

e Univers vide, k = 0: a(t) =1

Univers vide kK =1: a(t) = Hy t

Univers plat dominé par le rayonnemment: a (t) = v/2 (Hot)l/ 2

3 2/3
Univers plat dominé par la matiere: a (t) = <§) (Hot)*?

Univers plat dominé par la constante cosmologique: a (t) = exp [Hy (t — to)]



Il fallait reporter ces modeles sur une figure de facon a les comparer. Il suffit de tracer
les courbes suivantes:

o yl=1.

o y2=exp(1l./1.*alog(x))

e y3=exp(l.

e yd=exp(2./3.*alog(x))
(x-1.)

Voir figure.

1.2 La transition vers la période énergie sombre.

Si pour les besoins de la comparaison les divers modeles de la figure
doivent étre tous normalisés pour t = t;, c’est n’est évidemment pas le cas
en réalité. Compte tenu de la dépendance des composantes matiere et con-
stante cosmologique en fonction du redshift et des valeurs des parametres
cosmologiques les plus vraisemblables aujourd’hui, calculer a quel redshift
zm A doit commencer la phase dominée par 1’énergie sombre. Qu’en concluez
vous?

La transition se produit lorsque

Pm = PA (15)

c’est a dire
Po,m (1+ Zm,A)3 = Po,A = PA (16)

puisque la densité de constante cosmologique est constante. En normalisant sur la densité

critique on obtient donc
N
1+ Zm,A = < ) 17
%o (17)

Les observations laissent penser que )y, = 0.24 et 2y = 0.73. Dans ce cas

Zp = 0.44 . (18)

La transition est donc tres récente ce qui montre que notre univers a connu quatre
grande phases, au moins: l'inflation, la période radiative, la période matiere et la période
énergie sombre. La transition vers cette derniere et quasi-contemporaine a ’histoire de
I’humanité. On peut donc se demander si cela n’est pas suspect: pourquoi cette phase
se déroule justement aujourd’hui?



Figure 1: Forme du facteur d’échelle pour les modeles discutés ci-dessus. En rouge: univers
vide, k = 0: a(t) = 1 ; en bleu univers vide k = —1: a(t) = Hy t ; en vert univers plat
dominé par le rayonnement: a(t) = 2 (H t)l/ 2. en magenta univers plat dominé par la
matiere: a(t) = (3/ 2)2/ 3 (Hot)Q/ 3. en noir univers plat dominé par la constante cosmologique:
a(t) = exp[Hop (t — tp)]. Tous les modeles sont rapportés au temps tg.



II. Mesurer H, avec précision et effet de distance.

La vitesse observée des galaxies est la somme de la vitesse d’expansion et
de la vitesse individuelle de chaque galaxie. Cette combinaison induit une
erreur sur la mesure de Hj, si une correction n’est pas effectuée. Supposons
que nous mesurions la distance D et le redshift z d’une galaxie pas trop
lointaine. Sachant que H.; est contaminé par une composante particuliere
Upec, déterminer a quelle distance on sera en mesure de calcluer H, avec une
précision de 1% . On supposera que v,.. = 200 kms~! et on choisira un H, con-
forme a la valeur la plus vraisemblable aujourd’hui, en la justifiant. Discuter
ce résultat.

La vitesse observée de la galaxie est

Vobs = HOD + Upec - (19)
Sans correction, on aurait donc
Vobs
Hew = (20)
L’erreur est donc de v
6Hest - Hest - HO - gc (21)

Pour avoir une précision relative mieux que 1% nous devons donc observer des galaxies
telles que

Hest - HO vaEC
—— = —-<0.01 22
27 < (22)

Avec vpee = 200 kms™t et Hy = 70 kms™*Mpc™!, qui est la valeur déduite de
e |'observation de Céphéides par le HST ou

e des analyses des anisotropies du CMB par WMAP,

on trouve alors que
D > 280 Mpc (23)

Le gain en précision s’accroit avec la distance. Il faut cependant noter que la perte de
rapport signal-sur-bruit sur le flux des galaxies ainsi que la dégradation de la résolution
spatiale jouent dans le sens inverse.



