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Objectif du cours

* Fournir les bases de la cosmologie moderne

— Cosmologie observationnelle
— L'univers homogene et les modeles cosmologiques
— Les parametres cosmologiques

— L’histoire thermique de l'univers et la
nucleosynthese primordiale
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Une définition de la cosmologie

* Etude et interprétation des propriétés et du
contenu de I’'Univers observable avec les lois de la
physique de I’'Univers proche

* Description de I'origine et de I’evolution de son
organisation, de ses proprietés physiques et de ses
constituants
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Théorie de l'inflation

Physique de I'Univers Une particularité: c= constante...
primordial On peut remonter le temps et

construire une histoire de l'univers.



1915 Einstein. Théorie de la relativité générale.

1920 Le "Grand Débat™ entre Shapley (les nébuleuses spirales sont des nuages galactiques)
et Curtis (les nébuleuses spirales sont des objets extragalactiques comme notre Galaxie).
Preuve de la nature extragalactique des galaxies.

e 1922 Modéles de Friedmann. Premiére intuition du Big Bang.
e 1927 Modeéles de Lemaitre. Modeéle de 'atome primordial.

« 1928-1928 Robertson, Hubble. Preuve ohservationnelle de I'expansion de 'univers.

e 1933 Zwicky. Analyse dynamique de I'amas de galaxies Coma. Naissance du probleme de
la masse mangquante.

» 1940 Gamov. Suggestion de la nucléosynthése des éléments dans |'Univers chaud. Prédiction

d'un rayonnement résiduel fossile.
e 1940 Alpher & Herman. Premiers calculs de nucléosynthése primordiale.
e 1948 Bondi, Gold, Hoyle. Modéle stationnaire.
# 1963 Découverte du premier quasar,
* 1965 Penzias & Wilson. Découverte du rayonnement cosmologique 4 T=2.7 K.

® 1965 Test de Gunn Peterson: 'univers est fortement ionisé.
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Années 1970 Origine des galaxies et des structures: quand , ou , comment?

Années 1970 Modeéles isothermes (bottom-up) et adiabatiques (top-down) en confronta-

tiom.

Années 1970 Découverte de la foret Lyman-alpha

e 1971 Premiére suggestion que les amas de galaxies sont baignés par un gaz chaud étendu
(démonstration qu'il s'agit de rayonnement de freinage en 1986).

¢ 1981 Mise en évidence observationnelle des courbes de rotation plates des galaxies spirales.
Evidence de halo de matiére noire?

¢ Années 1980 Echec des modéles de formation des structures avec matiére baryonique
seule. Naissance des modéles avec matiére non-baryonique: Hot Dark Matter (HDM,
s'apparente aux modéles top-down) et Cold Dark Matter (CDM, s’apparente aux modéles

bottom-up).

s 1981 Guth. Théorie de l'inflation. Apporte un cadre théorique expliquant les problémes
de la “platitude” de I'Univers et de I'Horizon. Prédit le spectre de fluctnation primordiale.
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Années 1970 Origine des galaxies et des structures: quand , ou , comment?

Années 1970 Modéles isothermes (bottom-up) et adiabatiques (top-down) en confronta-
tion.

Années 1970 Découverte de la foret Lyman-alpha

1971 Premiére suggestion que les amas de galaxies sont baignés par un gaz chaud étendu
(démonstration qu'il s'agit de rayonnement de freinage en 1986).

1981 Mise en évidence observationnelle des courbes de rotation plates des galaxies spirales.
Evidence de halo de matiére noire?

Années 1980 Echec des modeles de formation des structures avec matiére baryonique
senle. Naissance des modéles avec matiére non-baryonique: Hot Dark Matter (HDM,
s'apparente aux modeéles top-down) et Cold Dark Matter (CDM, s’apparente aux modeles

bottom-up).

1981 Guth. Théorie de I'inflation. Apporte un cadre théorique expliquant les problémes
de la “platitude” de I'Univers et de I'Horizon. Prédit le spectre de fluctnation primordiale.

1985 Arcs gravitationnels. Preuve directe que les amas de galaxies sont dominés par leur
contenu en matiére noire.

1986 Le Center for Astrophysics (CfA) redshift survey: mise en évidence de la structura-
tion tri-dimensionnelle des galaxies. Elles se trouvent disposées sur les parois de gigan-
tesques bulles dont l'intérieur semble vide de lumiére.
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1988 Comptage ultra-profond des galaxies, excés de galaxies bleues.

Années 1990-2000: Expériences de micro-lensing gravitationnelle MACHO et EROS
pour la détection de candidats matiére noire formés d'objets compacts dans le halo de
notre Galaxie. Les résultats aprés 10 ans montrent gu'il s’agit d'une composante sous
dominante, voire négligeable de notre halo.

1992 COBE: spectre de corps noir du rayonnement fossile. T=2.725 K. Carte des fluc-
tuations de température du rayonnement cosmologique. Observations compatible avec
une origine purement gravitationnelle, un spectre de puissance des fluctuations invariant
d’échelle et des structures engendrées par un champ de fluctuation de densité gaussien.

1996 Découverte du fond diffus infrarouge.

1997-1999 Diagramme magnitude-distance des supernovae de type la. Preuve que 'univers

est accéléré. Compte tenu des connaissances actuelles, la constante cosmologique est
vraisemblablement non nulle. Emmergence du concept d'énergie sombre.

1995-2000 Le Hubble Key programme: Hy = 7248 km /sec/M pe (Freedman et al. 2001).

1997-2003 Le releve spectroscopique 2-degree Field (2dF) et le relevé photométrique et
spectroscopique Sloan Digital Sky Survey (SDSS).

2000 BOOMERANG et MAXIMA: mise en évidence du premier pic (appelé pic acous-
tique) du spectre des fluctuations de température du rayonnement cosmologique qui démontre
que notre univers est vraisemblablement plat.
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2000 BOOMERANG et MAXIMA: mise en évidence du premier pic (appelé pic acous-
tique) du spectre des fluctuations de température du rayonnement cosmologique qui démontre

que notre univers est vraisemblablement plat.

2000-2002 Premiéres détections des effets de distorsion gravitationnelle cosmologique.
Premitres déterminations de Dy et os.

2000-2002 Mesure du spectre de puissance et du facteur de biais aux grandes échelles
avec les relevés spectroscopiques 2dF et SDSS.

e 2000-2002 Mise en évidence de l'oscillation des neutrinos prouvant la masse non-nulle des
neutrinos (du moins, la somme totale des masses).

¢ 2003 WMAP-1: carte haute résolution des anisotropies du fond diffus cosmologique.
Détermination précise d'une série de paramétres cosmologiques et validation du modéle du
Big bang standard composé de masse noire froide et dominé par une composante d’'énergie
sombre. Premiéres réjections de certains scénarios d'inflation.

e 2005 SIISS puis 2dF: détection du pic acoustique des baryons dans la distribution & grande
échelle des galaxies. Mesure indépendante de (1, de la courbure 1 et du paramétre wy
de 'énergie sombre.

e 2006 WMAP-3/SNLS. WMAP-3: premiére cartographie compléte de la polariation du
CME par WMAP. Avec les données du SNLS: détermination précise d'une série de paramétres
cosmologiques et affinement des contraintes sur 1'énergie sombre.

e 2006 "The Bullet Cluster”: désaccord apparent entre la distribution de la matiére noire
déterminée par les effets de lentille gravitationnelle et la distribution de la matiére bary-
onique vue par les observations X. Premiére confrontation directe et tangible entre 'hypothése
matiére noire et "hypothése MOND.

e 2007 Reconstruction de la distribution tri-dimensionnelle de la matiére noire par analyse
des effets de distorsion gravitationnelle avec le relevé COSMOS. 17



¢ 2008 Premiere mesure du cisaillement gravitationnel cosmologique et de la distribution
de la matiére noire aux trés grandes échelles (échelles ou la physique linéaire, bien connue,
s'applique) avec le CFHTLS. Mesure de og — {1y par le "cosmic shear” .

e 2008 Lancement du LHC.

s 2009 .. 16 avril ... lancement des satellites Planck et Herschel.
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Les briques des modeles cosmologiques

Conditions initiales

Défauts topologiques

Gaussianité...
Géométrie globale Contenu en matiere
et énergie
Ouvert
Plat
Fermé Baryons
Taux d’expansion... Leptons (e, v,...), DM?, DE?...
Parametres cosmologiques Spectre de puissance de la matiére noire
0, ,densité de matiere 0, densité en masse de
2, Constante cosmologique baryons
H, Constante de Hubble n Indice spectral primordial
Etc... Etc...

19
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Histoire de I'Univers

Origine, nature et propriétés des
fluctuations

Spectre de puissance: A ks Ak

W o8 Age et
2500 e i expansion: t +

L
g

tiny fraction ™ =< / N h

of a second

Surface derniere diffusion:
Zdec’ tdec’ Azdec

380,000
years

Premiéres lumiéres: flash billion
o . years
et re-ionisation du milieu:

T, Z,




THEORIE GRAVITATION THEORIES GRANDE-UNIFIEES

PRINCIPE COSMOLOGIQUE

Physique de I'Univers Physique de 1'Univers Physique de 1'Univers
primordial homogene inhomogene

- Origine des fluctuations

- Nature des fluctuations

- Inflation

- Origine du spectre des fluctuations Regime lineaire Regime

- Nature de la matiere non baryenique quasi- lineaire

- Topologie de I'Univers et non lineaire

- Gravitation quantique

- Defauts topologiques

- Nucleosynthese et origine des elements
- Modeles d 'Univers: HO, Q, A

- Age et cosmochronologie

- Histoire thermigue de ['Univers

- CMB

- Croissance des perturbations

- Formation des structures

- Dynamigque gravitationnelle

- Champs de vitesse a grande echelle
- CMB

- Collapse gravitationnel

- Virialisation

- Mecanisme de dissipation du gaz
- Formation des galaxies ef amas
- Formation des etoiles

- Gaz intergalactique

- Formation metaux et poussiere
- CMB (petites echelles)

- Formation des structures



Le paradigme actuel

* On pense connaitre le contenu en énergie/matiere

Neutrinos: 0.1-2% Baryons: ~ 5%
"~ (o)
Photons: ~ 0.01% Matiére Noire: ~ 25%

Energie Noire: ~70%

 Mécanisme de formation des grandes structures

— Fluctuations quantique d’'un champ scalaire primordial, I'inflaton ;

— Instabilité gravitationnelle ;

— Structuration progressive et éffondrements ultimes selon les
parametres cosmologiques, la nature de la matiere noire et les

processus dissipatifs affectant les baryons.
22



ACDM [E

Le paradigme
actuel:
Instabilité et
croissance
gravitationnelle

SCDM §

FCDM [

OCDM B
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Problemes ouverts

- Sous quelle forme se présentent les baryons?
> Gaz intergalactique : froid + chaud ?

> Gaz chaud galactique ? + gaz intra-amas (sar!... ROSAT, XMM,
Chandra)

> Vestige d’'une premiére génération d’'étoiles ?
- Nature et propriétés de la matiére noire
- Recherches directes
> Recherches indirectes (produits de désintégration)

> Le CDM ???: monolithique vs. hiérarchique (EROs), propriétés des
halos

- Nature et propriétés de I’énergie noire
> Mesure de I'équation d’'état du vide cosmologique
> Modification de la gravité?
- De la sortie de « ’'age sombre » aux galaxies actuelles
> Formation des premieres étoiles; des premiers halos aux galaxies,
> Origine de la re-ionisation
> Hrilsto_ire des galaxies: LBG et EROs; fusion, morphogenése, SFR,
chimie
- Preuves de l'inflation, Propriétés de l'inflaton, identification

> Extensions du modéle standard avec couplage avec la matiere
normale

- Propriétés géométriques globales de I’Univers (topologie) 04



Le contenu de I'Univers

Photons

Baryons, électrons

Neutrinos

Matiere noire non-baryonique (?)
Champ d’'ondes gravitationnelles
Energie “noire” (?)
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Proprietes de l'univers observable

* Proprietés statistiques des galaxies
* Preuve de l'expansion
 Structuration des galaxies

* Gaz intergalactique

* Quasars

* Fonds de rayonnement

* Pourquoi le ciel est noir ?

* Age de I'Univers

26



Proprietes des galaxies

« Comment les galaxies sont distribuées?

* Voit on toutes les galaxies?
* Y a-t-il des galaxies naines ultra-faibles, combien?

* Y a-t-il des galaxies a tres faible brillance de
surface, combien?

* Quelle est la densité de lumiere d'origine galactique
dans l'univers?

* Quelles informations donnent —elles sur la distribution
vraie de la matiere dans l'univers a grande echelle? *



Fonction de luminosité des galaxies
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Lmin L* exp L* L*
00
= ¢ / y“e Ydy
Umin

L
— T 1+,
(“”L*)

Nga = T (1 + )

Contribution des galaxies a la densité de matiere de l'univers:

Pgal = ®*T (1 +a) h*Mpe ™ x (M) ~ 1073'h* gem ™
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Un univers en expansion
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Un univers en expansion
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Distribution et structuration des galaxies

Le Superamas Local: environ 50 000 galaxies , D~ 50 Mpc

Projection sur le ciel s

Vi —500,3008

Meclination
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Plan de la Galaxie

Centre du Superamas Local Plan Supergalactique



Distribution et structuration des galaxies
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Distribution et structuration des galaxies

The APM Galaxy Survey

Maddox et al




Distribution et structuration des galaxies

Releve infrarouge proche (J,H,K) 2MASS ”



Large Scale Structure in the Local Universe

Corona Borealis Bootes
Supercluster (0.072) SuFercluster
0.061) Com? Cluster (0.023)

Virgo Cluster (16 Mpc)
Leo Supercluster (0.032)
Shapley Concentration (0.048+)

Hercules
Supercluster (0.037)

Ursa Major Supercluster
(0.058)

Ophiuchus

Cluster (0.028) _ _ Centaurus Cluster (0.02)

Abell 634
Cluster (0.025) -

Abell 569
Cluster (0.019)

Orion Molecula
Cloud

Taurus Molecular
Cloud Columba

Cluster (0.034)

Perseus-Pisces Norma &
Supercluster (0.017+ Great Attractor
ks ( ) 0.016)

(1 Mpc) LMC
Pisces-Cetus . Fornax Cluster {20 Mpc)
Hcrola?mm

Supercluster (0.063) ME:!:ky Way Pavo-Indus Supercluster (0.067)
enter Supercluster (0.015)
Sculptor Supercluster (0.054)

Legend: image shows 2MASS galaxies color coded by redshift (Jarrett 2004);
familiar galaxy clusters/superclusters are labeled (numbers in parenthesis represent redshift).
Graphic created by T. Jarrett (IPAC/Caltech)




Distribution et structuration des galaxies

Las Campanas Redshift Survey (LCRS)

- AR

21

....

South

12434 galaxies

Structure 3D de I'Univers a moyenne distance

47



@ : 2dF Galaxy Redshift Survey

225000 galaxies

Lo
-

Structure 3D de I'Univers a grande distance
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\  predictions d’'un
_\ univers CDM dont
| les structures se
forment par
effondrement
gravitationnel
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Distribution et structuration des galaxies

2dF

||||||||

[ All galaxies
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Structure 3D de I'Univers a grande distance
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la
spectroscopie:

les redshifts
photomeétriques

51
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photometric redshuft estimate

3

2

1

G

Redshifts photometriques

Difficultes techniques:
calibrations et degénerescences

| With IR

TEL T W 1 | ! 1 1 L | 1 1 1 1
0 1 < 3

exact redshift exact redshift
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La distribution 3D de 2MASS
avec les redshifts photometriques

2MASS Galaxy Catalog (XSCz)

"Zone of Avoidance”
Milky Way ocbscuration

Redshift Key:

. 0.01
0.01 <z < 0.02
0.02 <z < 0.03
0.03 <z < 0.04
0.04 <z < 0.05
0.05 < z < 0.06

0.06 <z < 0.07
0.07 <z < 0.08

in radius




1 102 107  10% 108 1070 1072 191¥ 1976 Masse

| | | | | | | | | M_,
10°14 1072 1071 1 10 102 Dimension

L ____ | | | | | Mpc

20 30 - Contraslte
10°7- 10 10°- 108 102 10° 25 102  je densite

Etoiles Amas globulaires Groupes Vides

Galaxies Amas Filamenlis

Gal. naines Gal. geanles Superamas
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Caractérisation de la structuration

» Densité moyenne

 Distance interparticulaire moyenne

* Fonctions de correlation a 2, 3, N points
* Fonction de probabilité de vides

» Description Gaussienne du champ

* Ecart a la gaussianité du champ de densite
(skewness)

* Proprietés fractales
* Longueur de percolation
» Description topologique
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Fonction de corrélation a 2 points

Probabilité de trouver simultaneément une galaxie dans un
élement de volume dV, et une autre dans dV,, separee

d'une distance rde dV, (n = densité moyenne).

Distribution de Poisson:
dP = n2dVidV;
Distribution corrélée:

dP = i? 14+ &(rq,ro)|dVidVs
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Fonction de corrélation a 2 points

Cas d'un univers homogene:

£(ry,ra) = &(r; —ra)

Cas d’'un univers homogene et isotrope:

{(ry —ry) =E([ry —r2f) =&(r)
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Relation entre les fonctions de corrélation a
2 points des galaxies et de la matiere

() = (W = p) E;(u 1) p)

-
S

Si toutes les galaxies ont la méme masse <M >:

(x1)dV] p(xg)dVs)

— + La fonction de corrélation des galaxies doit donc étre
liee au spectre de puissance du champ de matiere.

* La relation pourrait cependant étre complexe et

déependre d'un grand nombre de facteurs ”



Fonction de corrélation a 2 points des galaxies et
spectre de puissance de fluctuation du champ de
densitée de matiere

Contraste de densité:

Déecomposition du champ dans I'espace de Fourier:

Ox = v /0 e KX A3y

Donc: 9 :
£ (x)= /\(‘)k\z e KX P

La fonction de corrélation est la Transformée de Fourier du
spectre de puissance de fluctuation du champ de matiére.



Fonction de corrélation:
£(r) =1{d(x) d(x+r))
Tranformée de Fourier: |
fk) = [ 8 (r) e rddr

1 - -
6) = — [§k)e K
() =g [ 300
Comme 4§ est réel, §* = 4§ et la fonction de corrélation s'écrit:

&s(r) = (8" (x) d(x +1))

&5{1_} = <( 1 [3* {k} eik.xd.':lk) ) ( 1 fg{k.r} E—k’-(x+r}d3kr)>

(2m)’ (2m)?
£5(r) = {(zw}"? [ d*k [ APk (e K)XF* (1) § (K))
Or

(8(k) 6" (k') = (2m)*6p (k — K') Ps (k)

et donc

1 [ dak_PJ {k} e ikr

s (r) = (2?1_}3 o




par conséquent £45(r) est la T.F. inverse de Fj(k):

Ps (k) = f ¢s(r)e™ dPr

Exemple: cas d’un univers isotrope: & [r] =& ('r’] FonCtlon
de
= corrélation
& ('r) = (2;)3 kaPJ(k) dkﬁgﬂdqﬁfj{;ﬂsing ik v cosl 4 a .deux
points et
Soit: -

& (r) = 21 gkaPa (k) Sméfﬂdk Sp_eCtre de
0 puissance

Py(k) = 4n f K25 (r) %dk

.1 Les comptages des galaxies dans des boites et la
( 'T\'TE) ([]') o d’k P (ﬁ:) variance des comptages donnent accés au spectre
- o ‘f o : de puissance de la distribution des galaxies
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Mesure de la fonction de corrélation a 2
points des galaxies

Point de vue observationnel: fonction de corrélation= exces
local du nhombre de paires de galaxies par rapport a une

distribution aléatoire
A"T{}E;r.e% (?)

Cf e — B J_
S (? ) Natea (?)

Fonction de correlation projetée:

dP = N? 14+ w(f)]dQ2ds 63
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Supposons que la fonction de corrélation 4 deux points ait la forme usuelle:

£(r) = (ﬂf‘_ﬂ)iT . (422)

On se propose de calculer la projection w (#) et d’analyser son comportement pour des petits angles.
On rappelle que

dbPp = l‘;"ﬂ [1 +w (8)] d2,dQ, (423)
“ /
d_F':]Dl= n? [1 + £ I:'i“u]] dVidivs . [424}
Si la fonction de sélection du relevé es}@ (r/D), la densité nmerique par unité d’angle solide est ™
y g u}
_ 2 r
B35 = ¢2d0 AV = r’dedQ N = [l rn@(ﬁ) dr (425)
0
- j; y2 () dy (426)
= nlPE (427)
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Supposons que la fonction de corrélation 4 deux points ait la forme usuelle:

£(r) = (:—ﬂ)ﬂ . (422)

On se propose de calculer la projection w (#) et d’analyser son comportement pour des petits angles.
On rappelle que

dPyp = N2[1 4 w (8)] d€2,d62, (423)
et
dPsp =n?[1 + £ (rp)] dVidVs . (424)
Si la fonction de sélection du relevé est @ (r/ D), la densité numérique par unité d’angle solide est
N= f e (D) 425
B35 = 240 AV = r*drdQ Y (E) ul (425)
- u]
= a0 [T pa()dy (126)
i
= nlPE (427)
et la projection de d Pp s'derit:
dPsp =n f-rlil ( ) dﬂldf‘lfrgil ( ) [14 £ (r12)] dQa2drs . (428)

En utilisant (423), (425) et (428) on obtient:
W2DOE (14w (0)]d01d0; = 201, [ 30 ("“) ary [ r3® ( ) 1+€(r)]dr  (420)
et done:

N [1 40 ()] d21d0; = N0, +n2d0,d9; [ #@( )dﬁ / g(m;rﬂ@( ) (430)



w(0) = ?TZ f rid (;—‘) dry f € (r1z) rad (%“) dr

Dans I'hypothése on @ est petit, alors
‘rzﬂ = -rf + ‘nf = 2ryrocosf == (r) —ry ]2 + T‘IT:;H:!
et on peut définir nne nouvelle variable u telle que

rg — 1 = urg; et par aillenrs ry =ry =yD ,

on a donc
ra & urg + ylb (434)
et, pour r; fixe
dry = rodu . (435)
Dans ce cas, y est presque constant autour de r5 — 7y et donc:
2 .
w(0) = %f rid (%‘) dﬁf{ [\/ﬂﬂrﬁ +yﬁﬂﬂﬂﬁj rod® (%2) ra (436)
2 1
w(f) = J% y'® (y)? D dy f-ruﬁ [\/ui‘rﬁ +yiﬂﬂaﬁ] du (437)
Comme N? = n?D°E?, on pose
_ Wy 438}
=y’ (

d’on 'on déduit finalement

w (@) =6 ("“E“)T ;T fy*'%(yfdy f(l +a?) ar (CQFD). | (439)




APM: 2 . 10° galaxies
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Fonction de corrélation a
2 points des galaxies, 3D

Fonction de corrélation
v=1.8 r,=5h"! Mpc

P(k) (h=® Mpc?®)

104

1000

100

10

01 RN

PSCz: 15400 galaxies

Redshifts spectroscopiques

Sloan Digital Sky Survey (SDSS)

Redshifts photométriques
1.5 . 108 galaxies &



Evolution de la fonction de corrélation
angulaire

H. J. McCracken et al.: The Canada-France deep fields survey. 1.
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Amas de galaxies




right ascension

2657 < ¢ « 325°
997 objects

72

Effet « finger of God »



Propriétés génerales des amas de galaxies

Densité observée des amas:
« Jusqu'a I=24: 15 amas deg
* [=24 . amas visible jusqu’a z=1

Dimension angulaire du ciel: 40000 deg?
« Soit: ~5x10° - 1x10°amas de galaxies
« =10~ h%® amas.Mpc™

Galaxies versus amas...Densité observée de galaxies:
« Jusqu’a I=24: ~1x10'0 galaxies
 Soit : 0.02 h® gal.Mpc™

Fonction de corrélation des amas de galaxies:

* Pente 1.8 +/-0.2 r,=20 +/- 5 Mpc 73



Right Ascension a
gn 2 10 0" oan

—90° < 6§ < 2.5°

Distribution 3D
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£(r)
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de galaxies sur relevé SDSS. La forme est donnée pour deux seuils de masse limite dans la sélection des amas

de galaxies (> 0.2 x 10 and 1 x 10 A=! masses solaires Jet pour plusieurs intervalle de redshift. Les lignes

continues sont les meilleurs ajustements pour un modele cosmologique ACDM. Les pentes sont voisines de
~ = 2.0. D’apres Bachall et al 2004, ApJ 603, 1. A droite, I'échantillon en bande X du relevé REFLEX. La
ligne continue montre le meilleur ajustement pour une pente v = 1.83. rop = 18.8. D apres Collins et al 2000,

MNRAS 319, 9309.



Fonction de correlation des amas de
galaxies et spectre de puissance
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Formation/evolution des populations d’'amas
de galaxies et cosmologie

01 =1.0;A=0.0

; en ‘. b .: 3 - el
.. i oy .. o Tk g Y
" g L T : P et P
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Morphologie-et profil des amas dans un
environnement cosmologique -

% 3125 Mpc/h




Gaz intergalactique

 Gaz intra-amas:
¢ 108K
» abondance ~ 1/2 solaire; une fraction est
primordiale

» Gaz intergalactique:
* DLA
» Gaz des halos de galaxies (riches en métaux)
* Forét Lyman-alpha

81



Gaz Intra-amas
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Gaz intergalactique

Damped Ly-alpha sysfem Lyman limit system

Wavelength



Vers la Terre

i ' i ia | Raies d’'emission du quasars
k Rales d absorptmn_ de la galaxie Lya P q
. : Ly B Sl

i T Lypiem) - absorption (elements lourds)

i . NV (em) :
_t : CIV
YCll - Sl V :

i TSV . Al
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Figure 33: Une vue synthétique du milieu intergalactique autour et le long de la ligne de visée d'un quasar.
La galaxie responsable des raies d’absoption est associée au systeme amorti (Damped Lyman Alpha, DLA).



Gaz intergalactique

HE2217-2818
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Forét Lyman alpha

 Prédits par Bachall & Salpeter en 1965
* Non-effondreés

* Nuages de grande dimension ~100 kpc
* N, < 10" cm™

« Métalicite: 0.001Z,,<Z2<0.01 Z_,

* Hors etat d’équilibre dynamique et thermodynamique

» Pas d’evolution en densité avant z=1; nette evolution au-dela
» Pas d’evolution morphologique avec le temps

* Forme un vaste réseau de filaments gazeux interconnectes

» Sont corrélés sur des echelles de 1 Mpc. Distance propre

entre 2 nuages: Diyr = 1"{11: ~0.6 Q12 B~ Mpc
zaly

86



Structuration de la forét Lyman-alpha
sur des echelles cosmologiques




lo g(NHI) : Hydrogéne
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Corrélation entre 'excés de baryons dans les nuages et
la densité de colonne de HI
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Gaz intergalactique:
un reservoir de baryons a grand redshift?

=z
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Systemes
amortis

Systemes a grande
densité de colonne

* N> 1022 cm™
«0.01Z,,<Z2<1.0Z,

Distance propre inter-nuage:
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Gaz intergalactique

 Forét Lyman-alpha
« 1072 < N(HI) < 10" cm-2
» Raies non saturées
* Primordial < Métalicité < solaire
» Taille > galaxies

» Systémes a Limite de Lyman
* N(HI) > 10"® cm~
* Raie Lyman-alpha saturée
* Ny, suffisant pour absorber tous les photons ionisants

» Systeme Lyman-alpha amortis
* N(HI) > 10?2 cm™
* Raie hautement saturéee
* Profil dominé par des ailes Lorentziennes
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Parametres des raies

Caractéristiques physiques

A8 — No(L+2)

Type Nur n T Dimension  [M/H] Ny ¥
(cm™*) (m~) (£) (kpe)

Foret < 1017 1072 —-10% 5000 — 50000  15-1000 -3.5 -2 6.1 2.47
Ly«

LLS 1017 — 1019 ~ 102 —10*  ~ 30000 K - -3 -2 0.3 1.50
Super 1019 — 2 x 1020 ~ 104 ~ 10000 K - -1 - 406 0.03 1.50
LSS

DLA > 2 x 102 ~ 107 ~ 100 K ~10-20 -15--08 ~003 ~15
DLA > 2 x 102 ~ 104 ~ 10000 K ~10-20 -15--08 ~003 ~1.5

LLS = Lyman Limit System (systémes absorbeurs optiquement épais au continuum Lyman)
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Effet Gunn-Peterson

Position du probleme:
* Apres la recombinaison, I'Univers
* est neutre,
* est compose principalement de gaz Hl
« -> Profondeur optique du HI aux photon Ly-alpha?
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Effet Gunn Peterson

Position du probleme:
* Apres la recombinaison, I'Univers
* est neutre,
* est compose principalement de gaz Hl

* La profondeur optique du HI aux photon Ly-alpha
est tres élevee... c'est ['effet Gunn-Peterson

?1_82 f(.}' )'-m- N1 (z)
mecH(z)

- Quh ., —1/2 14+ 2 3/2
~ 6.45 x 10°x ‘
0 I (0.0315) (0.3) ( 10 )

x ., = fraction d’hydrogene neutre

Tg —
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Effet Gunn Peterson: etat du
milieu intergalactique

... tous les photons Ly-alpha des QSOs
devraient étre absorbes par le gaz Hl
iIntergalactique

S0 |
Ce qu’on devrait | SDSS J1030+0524
50 | —
- observer: z=6.28
— Cassure brutale.
‘eva 40 o |
o Pas de photons émis par les
= QSOS au-dela de lyman-alpha
o 30 \
[3F]
2 |
g 20 iﬁ‘;
= LY O, ~ Tl
0 IJ||L IL“I“ U a J-_Lﬂhllll_ iill Ll

000 ¥500 8000 8500 9000 9500 10000 10500
Wawvelength
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Le milieu intergalactique
actuel est fortement ionisé

... tous les photons Ly-alpha des QSOs
devraient étre absorbes par le gaz HI
iIntergalactique ... Mais ce n’est pas le cas

B0 |

Ce qu’on observe

o
o

Ju
o

\
M | \
\'L-‘ "'"-k"-"*""-a_-*-—f"r\w__

oy

?U;E)D 500 8000 8500 9000 9500 10000 10500
Wavelength

w
o

Flux [1()'1 § erg cm'25'1A'1]
N
o

=

8]
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Le milieu intergalactique
actuel est fortement ionisé

. Les photons Ly-alpha ne sont pas absorbés...
Donc la fraction d’hydrogene neutre est quasi-nulle...

(S18]
Dashed: LBQS composite lil SDSS J1030+0524
— 90" Dotted: Telfer continuum : z=6.28
=
'en 40
o
=
L]
o 30
[+ F]
(==
‘= 20
) m o

HHJJ[ A

?ﬂ(}ﬂ 500 8000 8500 Q000 9500 10000 10500
Wavelength 99



Quand le milieu s’est-il donc
re-ionisé?

Quand:

des premiers indices avec des
quasars du SDSS dont le flux Ly-
alpha semble étre totalement
absorbe

... le milieu serait neutre au-dela?
Z~0

£ U1030+0524 7=6.2

F 1625453112 7=6.20

J1148+5251 2=6.42

..............................................................................................................

.................................................................................................................

.................................................................................................................

.........................................................................................................

J1630+4012 z=6.05

.................................................................................................................

..................................................................................................................

..................................................................................................................

............................................................................................................

...............................................................................................................

.................................................................................................................

.................................................................................................................

.......................................................................................................................

................................................................................................................

E J0002+2550 z=5.80
-——-—W it ety

J0927+2001 z=5.79

10440125 2=5.74

6800 7000 7200 7400 7600 7800 8000 “ 8400 8500 8800 9000 9200 8400 9600 800

A (R)



Pourquol le milieu s’est re-ionise?

Pourquoil:
- énorme flux ionisants ... d AGNs, des premieres étoiles ? ...

- la ré-ionisation nous raconte la sortie de 'age sombre et la
naissance des premiers objets lumineux.

Time [years]
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vl, (nW m=—2sr1)

Les fonds de rayonnement
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Rayonnement galactique
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] h?
POMB =Pwﬂz = ¢ fmp'r{ﬂ]du = ¢ fx ﬂhy dv
0 0 exp( L )—1

kﬂ Tj;.-'

povB = —— =48 X 10~ g.ﬂnfa .

ot o = w2k} [(15c°h*) = 7.5 x 10715 erg.em ™. K~ est la constante de Stefan.

noup = fp#dﬂ HUdI;LTE = 20.4 TE

B

428 Photons cm™
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Anisotropie du
fond diffus
cosmologique

107



Principe cosmologique
I'univers est-il homogene et isotrope”?

Homogeneite.
4 3 comptage des galaxies
N(l) = gm’mdL
Lo e S B G e e e e i i
1005"" S E
100 ® Durham Z Survey /. .
i +  Durham COSMOS > -4 3
L 1/2 -~ APM (Maddox et al) : ¥ 1
(JZL = | — 10 o COSMOS (Collins et al) £ ]
47’!'(: N deg'z(n.mﬁjd - o  Rev. Shapley-Ames :
: .
m = —2.5logl+ K
0.1 —§
logN(l) = 0.6m + K’ T
L R b pm i S [ S R fE o i N S (T EE
d 1{}gNU) 10 1 1213 4, I8 A6 A7 8 1000l R

Y = = 0.6
“ dm b,



Principe cosmologique:
distribution des galaxies isotrope

2MASS Galaxy Catalog (XSCz)

Ok avec 2MASS

"Zone of Avoidance”
Milky Way obscuration

: 0.01
0.01 <z < 0.02
0.02 <z < 0.03
0.03 <z <0.04
0.04 < z < 0.05
0.05 <z < 0.06
0.06 <z < 0.07
0.07 <z < 0.08

in radius




Principe cosmologique

Distribution des radiosources homogene et isotrope

|sotropie:
radiosources







Isotropie:

rayonnement
cosmologique
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Principe cosmologique:
un fond isotrope”?

Isotropie:

rayonnement
cosmologique

Fluctuations
(AT/T) <103

AT = 3.353 mk

Composante dipolaire 113



Principe
cosmologique

«
2

2dF Galaxy Redshift

Survey R

&
>

y

* |sotropie: ok
 Homogeéneéité: difficile
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Principe cosmologique

L’univers est homogene et isotrope et conserve cette
propriete au cours du temps

L'intervalle d’espace-temps ds? peut s’écrire:

ds?=g,, dt* + 2g,, dx dt - o, dx’dx"

» L’isotropie de I’espace conservée au cours du temps implique que les
d0,~0, sinon un observateur pourrait identifier des phenomenes ayant une
direction privilégiée, méme s’il était au repos dans un hyper-espace t=Cte.

* Donc: Il existe un temps universel : il est possible de choisir un systeme de
coordonnées temporel perpendiculaire aux coordonnées spatiales

Dans ce cas, on a: ds?= dt? -dI?

« L’Univers estisotrope, implique la symétrie sphérique et on peut donc
séparer la partie radiale, dr?, de la partie angulaire r’d()?

di? = R? - [A%(r) dr? + r? (d6? + sin?6 dg?)]
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Principe cosmologique:
iIngredients pour déduire la metrique d’'un univers
homogene et isotrope

1. Métrique non-statique, homogene et isotrope d'un fluide parfait
ds? = 2dw® 4 2eg0q dwdz® + g,pde®dz’
2. Isotropie: symetrie sphérique
ds® = dw® — D (r.w) dr* — ¢ E (r,w) drdw — F (r.w) (d6? + sin®0dg?)

3. Equation des geodésiques d'une particule

“i'“j l 'ﬂ.‘:ﬂ.'-.' HI.' y k
ds 2 drd

Pour une particule au repos dans le repere co-mobile:
u’=1, u®=0 (a=1,2,3)
g1 = A(rt) = I_)[r'.u'[r.f}:—|—%[f«_ﬁ{,.}]2

—_ ds® = 2dt® — A (r, t) dr’ — B (r, 1) (r.i'h'j -+ Hil]jfhfrilj)
‘ g = DBrt) = Flrow(r.t)]



Principe cosmologique:
consequence pour la metrique d'un
univers homogene et isotrope

4. Condition d’homogenéite:
- Transformation de coordonnée:

="+ (rf,0) , (x=1,23)

- + Loi de transformation du tenseur métrique
+ developpement pour des petites translations
+ condition d’homogeénéité:
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Principe cosmologique:
consequence pour la metrique d'un
univers homogene et isotrope

4. Condition d’homogenéite:

+ Loi de transformation du tenseur métrique
+ developpement pour des petites translations
+ condition d’homogeneite:

1 94 13 TnA) 2 Fel
— — f— — 1l.# p— — — —
A or r ' el dr
1 9B 9 _ 2 Oe
Bar — armB) = —F5
—> ds® = dt* — R* (t)a(r)dr® — R*(t)r” (ift’»‘j + saixljt?d.::}j)

Il reste a trouver a(r) 18



Principe cosmologique:
consequence pour la metrique d'un
univers homogene et isotrope

4. Condition d’homogenéite:

+ Loi de transformation du tenseur métrique
+ developpement pour des petites translations
+ condition d’homogeneite:

; \ ; . —1/2 ¢
e (r, 8, o) =e(l,p)a " (r)

10%  r? 0/ 1 ) s
— e 02 all? ar (:-ul.-’ﬂ o

#

Il reste a trouver C 119



Principe cosmologique:
consequence pour la metrique d'un
univers homogene et isotrope

5. Equation valide pour n‘importe quel deplacement:

o 2 A )
1Ld"e r° ( 1 ):f_"

e

—Ce
A2 ‘

Donc en particulier pour un déplacement transverse
e(0,®) = cos(b)
— C=-1

dr?

1 — kr?

ds® = 2dt’ — R? (t) ( + r2df* + F'QHiI]QI‘rM{}?>
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Principe cosmologique

* Donc, un univers homogene et isotrope est un univers a
courbure constante dont la métrique s’écrit:

ds2= d2-R2(t) [ ( 1/(1-kr?)) dr2 + r2 (d62 + sin26 d?)]
ou k=0,+1,-1

Le préfacteur R? (t) est un facteur d’échelle global de la
metrique spatiale qui en général peut dependre du temps.

 Cette métrique s’appelle la
métrique de Friedmann-Roberston-Walker (FRW)
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Principe cosmologique

* Un univers partout isotrope est un aussi homogene.

* /sotropie: pour B; C, D et
E sont équivalents

» Partout isotrope:Pour A; C
et E sont equivalents

Donc pour A, D doit aussi
étre équivalent a C et E.

* L'univers est donc
nécessairement homogene
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coordonnées synchrone:

i, + 3 : .
) | ~— Lignes d’univers de
Les coordonnees i+ 2 . particules du fluide
spatiales se déplacent O iy liées & la grille
avec le fluide et la sl Tl Wl L\ d’espace(ie:comobiles)
coordonnée temporelle A q’i LY
est le temps propre le S |
long des lignes d’'univers ~ * " T e -
\ - D v3
R et
> N
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Propriétés de la métrique
FRW

- univers a courbure
constante,
- 3 courbures possibles

dr?
1 — kr2

-------
L)

ds? = 2dt® — R(t)? [ + 72 (drﬁ + sin?9d¢?)]

k=+1
(k=0 dI* = R(t)? (dr* +r?dQ?) dO? = do? + sin20dg?

R(t)? (df + sinz)gdﬂz)

1 —1r2

2
k=1 di*> =R(t)? ( ar r?dsz?)

dr?
1+ r2

k=—1 di? = R(t)? ( + rgdﬂz) = R(t) (dX? + shzxdﬂz) 124



Proprietés de la metrique FRW:
volumes d’univers

ds? = 2dt?

2 dr? 2 2 . 2 2
~ R(1) [1 —— + 1 (6° + sin®6dg )]
27
sinfdf d
/ V1 —kr? / ?
47 (Rr)3
3
Ar(Rr)® [3arcsin(r) 3 (1 —r?)!/?
3 _2 r3 2 r2
Ar(Rr)® [3 (1 +r%)1/2 3 argsh(r)
3 2 2 2 3
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Conséquences du Principe Cosmologique:
loi de Hubble

Distance propre:

dpr:Cdt

s .
+* .
L]
]IBSPECE ’

\

" Rl[ t}'d]""r “—U.’ . r;g!'.-jnnl .

j-l o — — R t ”‘I””eu
gy 0 m { }f{r} H

l'espace a ty (. . ' . . ___ﬁ_.—'-—-v-’_"_“/
f(f) = l
Arcsin(r) si k=+1 ‘
c8 'E“ff‘fa-h-‘?- - -)T
.r Si k=0 | L,".;,_i.-r:\'c}_, l
I'espace & to ‘

\




Conséquences du Principe Cosmologique:
loi de Hubble

Distance propre: dpr = f m = R(t)f(r)

Distances propres aux = . R

d,y (o) = R{fru}

dw{}

o= <2 — RO0) = RO = HOdy  R(8)/R(t) = H(1)

La loi de Hubble est une conséquence directe du Principe Cosmologique
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Conséquences du Principe Cosmologique:
redshift

» Décalage spectral d’'une onde observée au

. — X
temps ¢, et émise au temps {, 2= )“”A :
E
* Les photons suivent des géodésiques ds?=0, to edt f
donc: . R(t) v’l — kr?
* Donc pour deux maxima consecutifs de I'onde ffn edt f to+ito ¢t
on a. 1.,#1 — kr* £, +6L, R{t

to+dly ol to ol
0 = ®(to+0t0) — B(te+ Gte) — B (t0) + B(te) = ¥ (t0)dto — ¥ (te)3te = 0
| R R = o to)—0(tetdte)~0(to) +8(te) = ¥ (t0)dto— (1)

6. Oty , e ,  R(t) _ R(t)
- Rt) Rt . veRR(te) = oR(to) ' e Mo
Dilatation du 1 Rt |
temps AtO/Ate=1+Z — 1+z= ;{r}} < 128
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Cosmographie: paramétre de décélération

Développement du facteur d’expansion:

2
R(t) = R(to) + (¢ — to) (%@)t f + 5 (t —t0)° (djz(t)) Ll
’ =Lp ) t=tp

dR(t ,
En écrivant: (%)f = Ho (R—n)
=iy =ty

ou R,=R(t,). Avec H,=H(t,), on obtient:

dR(t) _ (d(%)\ _ R(t) _ 2 R(t) (R ’ B » R(t)Ro
Et donc: R(t) = Ry [1 + Hy(t —tg) — %ngn(f — 1) + ]

R(to)R ‘ C ia g
Avec ©=~ gy — Paramétre de décélération
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—| 04

gy =0
o=

D<qq=

Aujourd’hui

~—  9||oyo9,p Inajoe

'D{‘:Iu‘%

qp =0

4> 1

-« salxe|eb sap uoISsadal ap 8ssall/

Temps —=

Distance %
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Cosmographie: mesure du temps écoulé
Sachant que:  E() =R [1+Hn(f—fn)—% éqU(t—tD)2+...]

Ry 1
R(f) [1+Hﬂ(f— f[}) — %ngﬂf— fn)2+...j|

On a donc: l+2z=

1+z=1+HD(fg—f)+H§(fD—f)2 [1+{;—D]+

D’ou on deduit le temps ecoule jusqu’a t,=t(z=0)

—Hy+ Ho\[1+42(1+ %)

t0) —t(z) =to—t =
(0) — t(z) = to 0+ D)’

1 qo0
to—t=—|2—22(1+ ) +..
: Hn[z z<+2>+ ] 132



aget/t,

Temps écoulé t/t, et
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Temps écoulés entre z et z=0

redshift z
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Cosmographie:
redshift, facteur d’expansion, H,, temps écoulé

_ km
t- hg[mga] —100—5 Mpc
3
10 —— | T | 1 | |/ T , ' ,l — 0
Q.. . =0.2
08' / / // / L 0.2
- S 7 /ﬁ/ A=F7
A 05
0.6 _tsho —
R (t) : 5(:— *
R 50— % T
0 0.4 — " 5454—_ *x * Ao (MAX )= 1.548 Zy00= 14492 ]
L EINSTEIN - LIMIT *,00
R, 0401 ] 2
) I
0. i
T3
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | T
%0 5 10 15 20 25X
t [10%a _ o5 _km_
Q.= Q,=0.20, Q,=A, [10%a] Ho= 75 5 Wips
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Cosmographie: distance

Distance propre:
distance instantannée sur

I’nypersurface t=t, (dt=0)

" R(t)dr" .
1'1;..'.1' — 0 m En R{t}f{ }

l'espace
aujourd’hui

(o)

Séparation comobile:
Varie avec I'expansion.

Pour deux galaxies proches, elle est
quasi-mesurable et est en pratique la
distance physique.

dD(t)=R(t) dr ; dD(t,)=R,dr
dD(t)=[R,/(1+z)]dr = dr/(1+z)

La distance propre décroit comme
(1+2) .

ldem pour volume propre (1+z)3

l'espace a t4

l'espace a tp
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Cosmographie: distance et vitesse

Vitesse d’'un ddpr(t)
corps mobile:  ©— T 3

= R(t)f(r) + R(t)£(2) = vree + Vpec

Pour un photon
cdt = R(t) df(r) = vpee = ¢

ds=0
4(3 T T T 11 |||| k
(Qp2,) §: S
- (U 3. 0) ;’i . N,
— (0.3,0.3) :
3¢ — (0.3,0.7)
—_ (0.3,1.0)
% | .'p /,“1
Z e ’ [
lc ".:.—-— — ;
// - Relativite restreinte
Y/ /4
O | |||||||| | |||||||| | |||||||| | [
0.1 1 10 100 1000
Redshift, z
dr’ (1+ z)?

alors que  Vpgeiq/rec =€

(14+2)2+1 136



Cosmographie: distance

 Distance propre
 Distance propre comobile
 Distance lumineuse

 Distance diametre-angulaire (ou distance
“angulaire™)

 Distance mouvement propre (mouvement relatif de la
source)

 Distance parallaxe (effet révolution de la Terre)

Ces distances NE SONT PAS identiques car:
« Effet de 'expansion
« Effet de la géométrie de 'univers... dont dépend I'expansion 137



C_losmog ra_phie: v, 5V,
distance lumineuse —

7\ /2
dy = [ —
L (m)

L’énergie totale émise pendant ot ala
frequence v est atténuée d’un facteur
(1+z) par le décalage en fréquence
(expansion) puis par le terme de dilatation

de I'échelle de temps (expansion) : Vo=V, /(1 +Z)

Lot, = 4 (rRy?.1.(1+z) . 5t,
5t, = (R,/R) . 8t, = (1+z) &t,

Donc :| d,=r.R,. (1+2) ’/ 138




Distance lumineuse, flux émis et et flux observé

Soit:
- S(v,) I'énergie regue par unité de temps, par unité de surface et par unité
de fréquence.

- N(v,) le nombre de photons émis d’énergie hv, dans la bande de
fréequence Av, pendant le temps At,.

La luminosite de la source dans la bande v, est donc

N (1) hy
ﬂ.tl&b’l

L) =

L’énergie recue est captée par un collecteur d’aire .AP/4 qui couvre un
angle solide d’émission AQ/41r .

L'énergie regue pendant une duree At, est donc:

N (1) (52)

S {H‘]J - Rt (W%IE)

hig
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Or:

L (v1) Aty Avy AS) hyy

S (v) oy

Am .&tﬂ.ﬂ.u‘] (ﬂﬁﬁ)

ﬂfﬂﬂuﬂ et AtjAv =1

Al = DA

et AQ = gﬂﬂﬂ

5 () = L)

v 1 L ()

vo D2 drD?(1 + z)
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L ()

" 17D2(1 + 2)

Lpg =L {H]} A = 4‘}T_D2{1 +3}S {L’ﬂ} Ay

Lo = 47wD*(1 + 2)*S (1) Ay = 47 D*(1 + 2)* S

S (v) =

L (w)

B = DR 422 dnDl

Lo

L

L{L"]}

4?1'13%

L (vp)

(1+2)

L(vy)

—_— —2.5log1o [ I (o) (1+ z}]

K-correction monochromatique
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Cosmographie:
distance diametre-angulaire et distance
mouvement propre

*d,=D, /0
ou D, est le diametre propre de I'objet
d,=d,/(1+z)?
* d\=u/ug
ou u est la vitesse propre transverse et
Uy et le mouvement angulaire apparent
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Cosmographie:
Exemple simple de calcul de distance en pratique

da = %
/::“ Rﬁ(i:) - /n \/fw T+ 0 : R%/::“(l + 2)dt =1
Or: 1+z=1+Hg(tg—t)+H§(tg—t)2ll-i-g—r']-|-...
Donc: Rin [(tg—t)ﬂ-%(tn—f)z-i-...] =7

c 22
T [z—‘—(l-l-qn)-l-...

~ RoH, 9

Comme d,= R, r(1+z), les distances sont donc
calculables facilement (dans ce cas simple) 143
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Distance angulaire

1 4

INOSILE

Distance lum



i

/ : .
f _. .., Distance angulaire
a 3 4 5

z

[

Conséquence:
dimension angulaire
d'une source....

@ (1+2)°

q — 1) (vVT+2g0z — 1)
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Cosmographie:
relation magnitude-redshift

m — M = —5 + 5log(dy)

Exemple: cosmologie sans constante cosmologique

m — M = -5 -5 logHy + 5log

[qaz + (g0 — 1) [VQG’D +1- 1”]

1
2
qp (1 + 2)

. C 1
Comme: dp = < [z-l— L Z g zu...]
Hjy 2
. 10%¢2 1
Donc: m =M = ~5+5 log | == | + 5log 1+§(1_%)z]
]

Relation de Mattig

m — M = 25 — blog [Hg(km.ﬁec_lhipfz_lj] + Slog [EE(](H].HE(:_IJ} + 1.086(1 — gqo)z + ...




m~5 log(H,r,)

(0.25,0.75)
(0.2,0)
(0.4,0.8)
(0.4,0)
(1,0)

Amg, )




I 1/2
L= (H)

m = —2.5logl+ K

2
N(l) = —?Tn{]dg . r !
(1) 3 L N(l) = 4mnoR3 /; s
r1 .

logN (1) = 0.6m + K’ N(l) = 4mnoRg | & + 1okr”+ ...

r3 3 z 3

N (1) = dmno R [1 + Ekr*] ~ drnoRy2> [1 +5(1+ qu)]
| -
' — | 148

logN (1) = 3logz — 0.651(1 + qo)z + K'
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Cosmographie: « dimming factor »
« Cas d'un univers sans expansion

B;.=puissance émise par la source par unité de surface et unité d’angle solide:

L = 21 Bint S = 27w B Qd?

_ L
Or: f=4= > {—2 = B,y ,donc indépendant de la distance

« Cas d’'un univers en expansion

L = 27 BjniQd% = 2nfd?

2
BGI‘]S - % - Bi‘:?‘lf (dL) —— _ Biﬂr

da T

dimming factor



Cosmographie: = .ﬁ(r, D) T

Kr(te,z) = 2.5log(1 + 2) — 2.5log

« K-correction » s Ee (te, ) Tr (AN

 La K-correction prend en

) ; 1
compte le decalage spectral qui i
se traduit par une modification du 08 [ 1 N

P c . rﬂ“-' ||"'|
flux observé dans un filtre le i f*] s
longueur d’onde fixée entre le flux <06 L N -
émis et celui regu. o AN

= 0.4 F ‘ - SN, ”

- Optique et NIR: K(z) doit &tre rar N\ .
positif pour des objets rouges. 0.2 - J'ﬂl ~. -
+ Sub-millimétrique: K(z) négatif 3 I
pour les objets a tres grand Y0 500 1000 1500 2000 2500
redshift A(nm)

nm = M + 5 IOg10 [dL/10pC] + K(Z)
Sif~va alors K(z)=2.5 (a-1) log,,(1+z) 152




Les tests cosmologiques classiques

 Relation decalage spectral magnitude-apparente
(diagramme de Hubble)

* Relation magnitude-comptage de galaxies

- Age des galaxies lointaines

 Relation decalage spectral-diametre apparent
 Relation brillance de surface-redshift (Test de Tolman)

» Conservation du nombre de galaxies (Test de Loh & Spillar)
153
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Les tests cosmologiques classiques

» Relation decalage spectral magnitude-
apparente (diagramme de Hubble)

—] a0
K F,f“_f-_-,_,.n':
18 f, o B
| T |
6] .,iﬁxrf”
. ﬁ”ﬂ
. ﬁﬂgﬁiﬁf :
l#_?f...'-' *
e O o
2 gﬁ,1f"%ﬁf?ﬁ |
[
1 | ——
0.05 O TR

Redshift (2] 155



Les tests cosmologiques classiques

« Relation brillance de surface-redshift (Test
de Tolman)

[ — T 1 —— —— I —
- | n
_ Static: N
8 I (1+z) 1 ]
. B + —
= 2 i
e
>~ 2 " ]
- O = 7]
4 E o —
= |
E —
o |
2= Fupanding o
I e (142) 1
J — —
| | | . |
a 2 A &) & 1
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Les tests cosmologiques classiques

En résumeé: bilan des « tests classques »
. 0.0<qg,<1.0 assezsur
* Difficile d’étre plus precis:
* Erreurs de mesures importantes
* Biais systematiques
» Effets de sélection
 Effets d’evolution a grand z
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Le paradoxe d'Olbers

Pourquoi le ciel est-il noir?

Luminosité totale induite par une densité d’etoiles
constante dans un univers euclidien statique:

10C 5 L J
Liot :]“ dr°n——5dr n s’annule pour Z ~ 10

4mr

1. Le ciel est noir a cause de I'age fini de l'univers

2. Le ciel n'est pas noir! Il apparait noir a cause de
I'expansion... mais le rayonnement cosmologique
fossile existe bien a T=2.728 K
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Les principes de la Relativité Générale

« But: compléter la Relativité Restreinte pour traiter des problemes de
gravitation et d’observateurs accélérés

 On admet que tout événement de I'espace-temps peut étre repéreé par
un ensemble de 4 nombres. Le premier = coordonnée temporelle et
que ces coordonnées sont au moins 3 fois dérivables.
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Les principes de |la Relativité Genérale

But: compléter la Relativité Restreinte pour traiter des problemes de
gravitation et d’observateurs accélérés

On admet que tout événement de I'espace-temps peut étre repéré par
un ensemble de 4 nombres. Le premier = coordonnée temporelle et
que ces coordonnées sont au moins 3 fois dérivables.

Généralisation du principe d’inertie:
 L'espace de référence est un espace R, Riemannien.
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Espaces de Riemann

Espace auquel est attaché une metrique:

 Chaque partie de I'espace est représentée par un systéme de
coordonnées (dx') et on s’y donne une métrique définie par une forme
différentielle quadratique

ds?=g;dx'dx!

« Ces coefficients remplissent les conditions suivantes

Les composantes g; sont symetriques g; = g;;
Le determinant de la matrice [g ;] est different de zero

La forme ds?, et donc les distances définies par les g, est
invariante vis-a-vis de tout changement de coordonnées

Toutes les derivees partielles d’ordre deux des g ; existent et sont
continues
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Les principes de la Relativité Geneérale

But: compléter la Relativité Restreinte pour traiter des problemes de
gravitation et d’observateurs accélérés

On admet que tout événement de I'espace-temps peut étre repéré par
un ensemble de 4 nombres. Le premier = coordonnée temporelle et
que ces coordonnées sont au moins 3 fois dérivables.

Geénéralisation du principe d’inertie:

« L'espace de référence est un espace R, Riemannien.

« Dans R, un point matériel libre de forces non-gravitationnelles

décrit une géodésique dans cet espace (remplace de mouvement
rectiligne uniforme de la Relativité Restreinte).

« Cette condition est indépendante de la nature physique du point
matériel MAIS prend en compte l'influence des masses de
I'Univers
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Les principes de la Relativité Geneérale

« But: compléter la Relativité Restreinte pour traiter des problemes de
gravitation et d’observateurs accélérés

 On admet que tout événement de I'espace-temps peut étre repéreé par
un ensemble de 4 nombres. Le premier = coordonnée temporelle et
que ces coordonnées sont au moins 3 fois dérivables.

« Geénéralisation du principe d’inertie:
« L'espace de référence est un espace R, Riemannien.
« Dans R, un point matériel libre de forces non-gravitationnelles

décrit une géodésique dans cet espace (remplace de mouvement
rectiligne uniforme de la Relativité Restreinte).

« Cette condition est indépendante de la nature physique du point
matériel MAIS prend en compte l'influence des masses de
I'Univers

* Principe d’équivalence (faible) = identité des masses pesantes et
des masses inertes: le rapport m;/ m, est le méme pour tous les corps
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Les principes de la Relativité Geneérale

« Généralisation de I'’équation de Poisson:

Postulat d’Einstein: comment la matiére agit sur I’espace de
maniére a ce que les géodeésiques de cet espace soient effectivement
des trajectoires des masses d’'épreuve:

* Courbure de R, = Cte valable en tout point M de R, (proprieté
locale de la matiére)

 On peut alors calculer le mouvement d’'une masse test en
présence d’'un champ de gravitation en

1. Traduisant I'influence de la matiére sur la courbure de
I'espace-temps R,

2. Calculant les symboles de Christoffel correspondant a cette
courbure

3. Déterminant les géodeésiques correspondant a ces
symboles et aux conditions intiales du probleme
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Principe d’équivalence et d'inertie:
Implication
|ldentité entre masse inerte et masse grave :
ma=mgdg

En tout point de I'espace il est toujours possible de définir
un référentiel inertiel tel que dans une petite région autour
de ce point les lois de |la nature sont identiques a celles
d’'un systeme non accélére, i.e. défini par un systeme de
coordonnées cartésien sans champ de gravite
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Exemple de changement de coordonnées:

Force electrostatique dans un champ
gravitationnel:

dzﬂii
dt?

m; =m;g+ X;F (mi; — mj) (1)

Posons: ¢ =z —2gt? et (0=t

2
= m % =3,F (& - ) (2)
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Soit une particule en chute libre sous |'effet
d'un champ de gravité.

Posons z# le label du systeme de coordonné€es Equat|0n deS

spatiales.

geodésiques
Selon le Principe déquivalence, a un un point
donné X, on peut toujours définir un systeme
de coordonnées inertiel, £* dans lequel I'équation
du mouvement sera.
d2¢r 2
F =0 et dr* = Umn dg“dgy (3)
EF (zH) est invertible:
d [der d [0&*da” :
— =] = 4 Voir exemple,
d'r(d'r) d’r(@m” d'r) (4) P

age précédente
_0grd2zr  9%¢H davdat PROEP

_ =0 (5
ox? dr2 = OzrOz? dr dr 2
En multipliant par
o H ox®
0z~ puis en utilisant OF 0" _ 5a (6)

3{” ! aﬂ?ya§“ v 168



On obtient I'equation du mouvement dans le
systéme de coordonnées zt:

d2 dz? dz? _ _
4.2 +FﬁA¥¥ = 0 Equation des geodesiques
ou

e — 0ot 93¢

VAT 9Ea v
et la métrique est donc

oz OB dal’ = g, gda*da”

d’TE = Nuv
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Les principes de |la Relativité Genérale

 Généralisation du principe de relativité:

 Laforme des lois fondamentales de la physique ne doit pas
dépendre du repere dans lequel elles sont exprimees.

 Les lois sont donc covariantes. Elles impliquent que ces lois
doivent s’écrire sous forme tensorielle pour qu ’elles soient
invariantes lors d'un changement de coordonnées.

« Equations d’Einstein
« Construction des équations du champ gravitationnel
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Equations d’'Einstein

Postulats d’Einstein sur les proprietés du tenseur
Impulsion-energie

 Objectif: une relation entre matiere-énergie et metrique
» Construire un tenseur impulsion-energie (7;) qui ne depende

gue des dérivees premieres et secondes du tenseur metrique:
le plus simple=relation lineaire.

* La derivee covariante du tenseur T; est nulle: lois de
conservation

 Qu’aux limites, les dérivées de ce tenseur conduisent a
I'’équation de Poisson 1



Equations d’'Einstein

Postulats d’Einstein sur les propriétées du tenseur
Impulsion-énergie

* Einstein a postulé que cette relation devait inclure le
tenseur de Riemann-Christoffel car:

c’est le seul tenseur qui depend linéairement des dérivees
premieres et secondes de la métrique

 Einstein a construit le tenseur d’Einstein qui permette
d’avoir nécessairement des dérivéees covariantes nulles

. 1 87l
D'ou: Gir = R, — Egmﬂ =

ik
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1 8l
Gik = Rip — 59i R =

2 A Lk
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Equations d’'Einstein

Courbure de I'espace-temps = énergie et impulsion contenues
dans I'espace-temps

— garantit: Gy, .,=0

—
— —_—
—

\\

—
- ‘—_
—
—_—

— Poisson
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Equations d’'Einstein

Courbure de I'espace-temps = énergie et impulsion contenues
dans I'espace-temps

— garantit: Gy, .,=0
e~ | | ] |

—

—
-~y bl
—

\ 75 8wy
(Gu)-(RBaul= ")

Tenseur Poi
d’Einstein —> Folsson  Tenseur
Impulsion-
Tenseur de Tenseur énergie

Riccl métrique o



Equations d’'Einstein

Forme générale avec constante cosmologique

1 8wl
Gik = Rip = 59kl — Agir = —

; Ti

Modeles d'univers homogenes et isotropes:

1. Calcul de toutes les composantes non nulles des
tenseurs métrique, de Ricci et des symboles de
Christoffel

2. Determination du tenseur impulsion-énergie
176



Modeles cosmologiques

Principe d’équivalence et principe d’inertie:

- masse, forme de la métrique, équation des géeodesiques
Principe cosmologique:

- Metrique de Friedmann-Robertson-Walker

- Le tenseur impulsion-énergie décrit un fluide parfait

Equation du champ gravitationnel (Relativité Générale) +
Principe cosmologique:

- Equations de Friedmann d’évolution de I'espace-temps
Equation d’état + Equation de Friedmann:

- Evolution du contenu matiere-énergie, taux d’expansion,
taux de croissance des perturbations (+hyp. instabilite
gravitationnelle)
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Modeles cosmologiques

Quelques points dont il faut se souvenir pour écrire les
équations du champ gravitationnel

Forme générale de la métrique: ds® = gijdz'dz’

d*z' . dz® da!

i 30dési : = ()
Equation des géodesiques: 72 + 1, R _

L i [0gmk | Ogmi Ogki
. T T im | TSR L L
Symbole de Christoffel: =59 |50 T gk (‘}ﬂjm]

G gmi = 05 symbole de Kroneker

o : : : . . A _
Différentielle covariante: DA" = dA" + T}, A*dz! = ( ot PE,EA"") da!




Les equations du champ cosmologique

Quelques points dont il faut se souvenir pour écrire les
équations du champ gravitationnel

« Convention de sommation d’Einstein
« Notation des dérivées: 9, = ai

« Tenseur de courbure de Riemann:
Rauﬁv - 35Fapv - 8,,1“““5 + Faﬁ/\F}\pv - F“,,,\F’\#g
« Tenseur de Ricci (les indices 1 et 3 égaux; i.e. a=B):
Rpu = Barauu - Bvra,ua + Paaz\r)‘pu - Fav,\r)\pa

« Scalaire de Ricci (contractlon en multipliant par 'inverse du tenseur

métrique):
R — g“yR’uu

. | 1 3o, ; ;
Symbole de Christoffel: Tw = 59" (9ugvo + 0vgpo — Dogu) 179



0,1 ,2 .3 gm = —R(t)*r? g3z = —R(t)?r%sin%0

1 — kr?
00 _ 1m_
900 9o =1 I R(t)2
911(3:05371)
g2 (2%, ") P E S
R(t)%r? R(t)2r2sin“#
o (20 1 02) | ® )
| o (—g) /2 = R(t)%r?%sinf
R= R(t) = R(z") Ny
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Les equations du champ
cosmologique

« Calcul des symboles de Christoffel

aﬁguu 51{)#:; a?Q,uu aSQ,u.v
goo -0 0 0 0
911 —2RR/(1‘— kr?) | —2R%kr/(1 — kr?)? 0 0
922 —Q.RR?“? —2R?r 0 0
g33 | —2RRr?sin?0 —2R?rsin? 0 —2R?r?sinf cos § 0
Soit:
aﬂg,uy alg,uu aQQ,uv BSQ,uy
goo 0 0 0 0
gu | [2R/Rlgu [2kr /(1 = kr?)]gu 0 0
g2 | [2R/R]g2 [2/7]g22 0 0
933 2R/ R]g33 [2/7]g33 2sinf/ cosf]gs3 0
ez _ 177, —1 A —=TA
Proprietés importantes: 9" 9 = 1, pr = L7 wp




Cas: 'A=0:

L'expression des symboles de Christoffel se simplifie:

1
_900(

', =
pr 2

Bp,gvl] + 6:19,&0 - 609;5:;)

1
§g°°(0+0— 0)=0

% =0

%, =0

Y0 =0

%g"”(o +0— dogr1) = %% (32 : _IW) = RR/(1 - kr?)
% =0

M, =0

1 00 10 2.2 2

29 (0+0—0og22) = EQ(R r°) = RRr

I, =0

1 1 '
59% (~00g33) = 5%(%2 sin® §) = RRr? sin”
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Cas: A=1:
L'expression des symboles de Christoffel se simplifie:

1
Flpw = 5911 (3;1,9111 + avg,ul - alg;w)

Flgg = 0
1 .
'y = Tlyp= 5911(30911 +0-0)=R/R
Tles = Flzo =0
IMos = I'yp=0
rt = 1 1 ) -0 =kr/(1 — kr?
11 = 29 (1911 + 01911 1911) = kr/( )
'y, = F121 =0
'y = Tl =0
1 1
rt,, = 5911 (040 —01922) = —5(1 — er)R_2(2R2r) =—r(l— kr2)
I'ys = Tl =0

s = %gn (04+0—01933) = —%(1 — kr)R™?(2R%*r sin? ) = —r(1 — kr?) sin @



Cas: M=2:
L'expression des symboles de Christoffel se simplifie:

1
Fz;w = 5922(8;591»'2 + 3:;9;,;2 - 629;“;)

0
F210 =0

1 .
T2y = 5922(80922 +0-0)=R/R
I3 =0
0

1
2, = 5922(61922 +0-0)=1/r

%31 =0
5922(32922 + 02g22 — agaz) = 0
%35 =0
%922(0 +0— O2933) = —%R_Zr_22R2r2 sinf cosf = —sinf cosf
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Cas: \=3:
L'expression des symboles de Christoffel se simplifie:

1
Fs,uv = 5933(3,&9&3 + avgﬁB - 839;511)

Mg = 0
Py = Ip=0
Fsgg = F32(] = []

1 .
[P35 = TIP3 = 5933 (Oogss +0—0)=R/R
M, = 0
M, = =0

1
P = I’y = 5933 (O1g33 +0—0)=1/r
Py = 0

1 1
[P = D5 = 5933 (02933 +0—0) = 52 cosf/sinf = cot §
P33 = 0
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Les equations du champ cosmologique

Elements non nuls des symboles de Christoffel pour une
metrigue FRW

19 composantes non-nulles

( 0 | T%:1 | T%2 | T%a \\ ( 0 .{] 0 0 \
T'oo | T'or | T2 |Tloa 0 R[R 0 0
Moo | T2 | T202 | TP0s 0 0 R/R 0
oo | TP | TP02 | TP0a 0 0 0 R/R
M | T [T [ TY 0 RR/(1 = kr) 0 0
Fl[u l_'l“ Fllg Fl[;a RJ"R k']"lll'l(].—k'rz} {] ﬂ
I | TP | TP [ Ths 0 0 1/fr 0
rr — o | TP | TP | TP . 0 0 0 1fr
e a0 | T7a1 | TWag | TVag - 0 0 RRr? 0
Ty [ Thar | Tlan | Thas 0 0 —r(1 = kr?) 0
[20 | T%nm1 | TP22 | TP2a R/R 1fr 0 0
[P0 | T%51 | T2 | TPas 0 0 0 cot £
F?w 1_'1:31 Flaz Fl?.a 1] 0 0 RRr?sin”#
[Mao | a1 | Tae | TMas 0 1] 0 —r(1 — kr®)sin® 8
\ Fzm 1_'231 1_'232 1_'2?.3 .{] 0 0 —sind cos #
[ag | T | T3z | IMas /J k R/R 1/r cotd 0
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Les equations du champ cosmologique
Composantes du tenseur de Ricci

Ryv = 9ol — 0T o+ T = T4l e
OBIA,, =0
80]-_‘/\,1“; 811—"\#&, BQP/\,uu
% | (RR+R?»)/(1—kr?) | —2RRkr/(1 — kr?)? 0
FOQQ (RR + RQ)TQ 2RR?‘ 0
T | (RR + R%)r?sin’ 0 2RRrsin® 6 2RRr? sinf cos f
Tlo (R — R)/R? 0 0
20, (R— R)/R? 0 0
o3 (R — R)/R? 0 0
Iy 0 k(1 +kr?) /(1 — kr?)? 0
Flgg 0 3}6?"2 —1 0
I3 0 (3kr? — 1) sin® @ —2r(1 — kr?) sinf cos 0
P212 0 —l/‘ii“2 0
F313 0 —1/?"2 0
255 0 0 sin? § — cos? @
F323 0 0 —l/ sin2 0

Tous les termes non diagonaux sont nuls
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Les equations du champ cosmologique
Composantes du tenseur de Ricci

Terme temps-temps 00
Roo = 9aT%0 — 90T %0q + T000*va — T 0alT%0x

Sachant que %,,=0 annule les termes d’indice 1 et 3.
Seuls symboles non nuls: T'%, = R/R et le produit 'y, I'*;, estnon nul si0d=A

Rop = —00T %0 — T 0aT %0

Soit:

Ryo = —080I"00 — 0000
—0T o1 — T i Ty
—9pT% g — T%p2I o
—9p 3 — T3 3

R L L B
I

— e e
I

o DN = O

N e
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Les equations du champ cosmologique
Composantes du tenseur de Ricci

Terme temps-temps 00

Roo = =000 —T0"0  (
0T o1 =T o1l o (
—9pT% 09 — T%02I 2 (
—0o 03 — %0303 (

Soit, en prenant en compte les termes non nuls et les expressions
des symboles de Christoffel

Ry = -38yR/R— 3R?/R?
— —3R %(RR- R? — 3R 2R?
— —3R/R
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Les equations du champ cosmologique

Composantes du tenseur de Ricci
Terme espace-espace 11

Ryp = 0aT% ) — 0 1% o + T2 1% — T2 T%)

Rii = 9o — 0il%0 + TM1T%0 — Tyl
+ Ty — Ol yy + T2y — T,
+0oT211 — 011?19 + T2 — TA0% ),
+030% 1 — T3 5 + T D% y5 — T30

= oI =Tyl
—hT215 + T4 T 209 + T3 T2 — 121512
—01T%13 4+ D900 + T P13 — T3430% 5

Soit, en prenant en compte les termes non nuls et les expressions
des symboles de Christoffel

Rii = (RR+R*)/1—-kr®) —R*/(1-kr?)
+r 2+ RY(1—kr?) + k/(1 — kr?) — 2
+r? + R2/(1 = kr?) + k/(1 = kr?) —r 2
— RR/(1—kr®) +2R?/(1 — kr®) + 2k/(1 — kr?)
= (RR+2R*+2k)/(1 — kr?) o



Les equations du champ cosmologique

Composantes du tenseur de Ricci
Terme espace-espace 22

Roy = 0,1%0 — T %4 + Tl %, — T, I'%,
= 990 — Bl + [l g — oI5,
+01T 99 — 0ol gy + Tl 3y — T gy
+05T %99 — 8T %99 + Tl %\ — TP90T %)
+05T390 — 2T %03 + Tl 3 — TP93T %)
= oI — T?5"y
+01T 99 + 09T g + ooy — T2 T
— T %95 + 10951 %30 + T o151 — TP931 %53

Soit, en prenant en compte les termes non nuls et les expressions
des symboles de Christoffel

Ry = (RR+ R*)r?>— R*?
+3kr? — 1+ R*r2 — kr? + (1 — kr?)
+1/sin260 + R*% — (1 — kr?) — cos? 0/ sin®
= (RR+2R*r? +2kr?> =1+ (1 — cos®#)/sin? 0
= (RR+2R*+2k)r* —1+1

= (RR+2R? + 2k)r? o



Les equations du champ cosmologique

Composantes du tenseur de Ricci
Terme espace-espace 33

R3z = 0,0%3 — 030%0 + 12537 % — T3,1%),
= 03 — 05100 + T331% 0 —T5T%, (@ =0)
+01T 33 — 95T g1 + MgsTyy — T Ty (a=1)
+3T %33 — 0357230 + [M33T2)0 — T3T%5, (= 2)
+051%33 — 031 %35 + T332 3 — [M33T%5 (@ =3)
= 93 — 3033
+01 g3+ T033T gy + TlgD gy — [P gg
+HT?33 + V33T %00 + Tl g3 19 — T30 %53
+0

Soit, en prenant en compte les termes non nuls et les expressions
des symboles de Christoffel

Rss = (RR+ R*)r?sin®0 — R*?sin® 0
+(3kr? — 1) sin® 0 + R*r?sin® 0 — kr?sin® 0 + (1 — kr?) sin®
+sin? 0 — cos? 0 + R%*r?sin’ 0 — (1 — kr?) sin® 0 + cos® 0
= (RR+2R? + 2k)r?sin® 0 192



Les equations du champ cosmologique
Composantes du tenseur de Ricci

Termes espace-espace exprimes en fonction des termes espace-espace
du tenseur métrique:

. (R R? 2

Rii = (RR+2R*+2k)/(1 —kr?) = \R +255 + 75 | 9
R ) (R R 2

Ryy = (RR+2R +2k)?‘ = — \R-l-zﬁ ﬁ 922
. Y s (R R 2%

Rs3 = (RR+ 2R+ 2k)r©sin” 0 :_\§+2ﬁ+ﬁ 933

qui montrent une symetrie illustrant I'isotropie de I'espace.
Le tenseur de Ricci s’ecrit donc:

R R _R> 2
Rtt o —SE, Rﬁj = — (E + 2R RQ) gﬁj‘
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R = ¢"Ruw
9" Roo + g™ Ry + g**Ros + ¢g°°Ra

R R _R? 2k
- —4— — —_ 2 — -
3R 3 (R + R? + Rz)

—_ _6 E+R_2_|_£
- R R? R?
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Les equations du champ cosmologique

Le tenseur d’Einstein
On peut maintenant construire le tenseur d’Einstein.
Il correspond a la partie geométrique des équations du champ cosmologique

1
G“y = Rp,p - Qg,up/}z

Terme temps-temps G,
R R R k
= — 3 —

3R * (R R? Rz)

R?  k
- et

Gij = Rdj__gin

Terme espace-espace G;

R R* &k
= 2§+_2+E 9ij 195



02 =

ro _ BORE) ro _ ROR@)
B e(1 - kr?) = c
o _ R(t)R(t)r%sin’0
B c
kr 1
Ph = 1 — kr2 I‘%E —T?a Ty
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1 (R(t) 2R(t)*+ 2kc?
=== 3 (g + )
« Courbure scalaire: 6 k() [R()?+ ke
R=2Re ( R(0)?
* Einstein: ' 1 [ R(t)  R#)?+ ke
Gl=G3=Gi=Rl-}R=—5 (2R$+ (;(ﬂz )

-

3 [ R(t)? + kc?
GEZRB_%RZ_E( R(t)2 )



 _R(t) R@#)?+k® 8rG,, 8nG,, 871G
2 = T! = T2 = T
Re) T R@E @ - @z @
4
R(t)? + ke 8nG
REE 32 0 (®)

Ty ?
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Le tenseur energie-impulsion

« L’univers est homogene et isotrope — la distribution de ses
composantes aussi.... Donc les « gaz » doivent étre conformes a
| ’hypothese du fluide parfait. aucun phénomenes dissipatifs :
ni propagation de chaleur, ni viscosite, ni diffusion

» Le fluide est, et reste, isotrope dans son repere au repos et son
tenseur énergie-impulsion ne doit contenir aucun termes de
gradient (de vitesse, de tempeérature, de densite, etc...).

* T, estdonc completement defini par sa densité d’eénergie p et
sa pression P.

Sa forme dans un repere au repos doit donc étre la suivante:

T,uv = (,0 o +P)upuv B 'Dg/./v
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Le tenseur eénergie-impulsion
Tuv = (,0 o +P)UHUV - Pg,uv

Avec la normalisation: g*'u,u,= 1

/ o 0 0 0
1 0 =P 0 )

|
J 0 0 —-P 0 |
k 0 0 0 =P )

Ce qui implique nécessairement: DIVCOV[T“V] =0 -



Les equations de Friedmann
Le tenseur énergie-impulsion

Donc les seuls composantes importantes sont: T,,=p et T;=-P

et la forme compacte des équations du champ est:

Composante G, Goo
(sachant que gy,=1) 3 Rk
RTR
RQ
TR
Composante G; Gij
21% + R + h
R R R?
L oR
i
, k
R

G#y — SWGT#L;

Décrit comment la vitesse

<«— d’expansion depend de la
densité d’énergie et de la
courbure.

Décrit comment

<— l’accélération du facteur
d’échelle dépend de la
pression et de la densité.
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R(t)  R(t)?+ ke
R(?) R(7)?

_ 8T 87 8n(G 871G s

2 o2 TE T2 3 ({1)

R(t)?+ ke 8nG

0
. R(t)2 32 To
>
|32+ ke? + 2RR| = BLG R2P
Or: Z[R(# + k)] = R[R + ke + 2R
. 8rC
— == [R(B + k)| = - RP o



Signification des equations de Friedmann

Rdf [R( P+ k)] =- Bﬂc
R(t)  R(t)?+ ke? _ G, 81G_, 871G g
ZR(U T R(t)2 2 = c? & ¢ T3
$
R(t)? + kc? BWQTD
R(t)? 32\
(B + ke?) = f;fﬁzpc?
1d [8rG 8rG d .
it |3 R = G TP - [0’ BY] + 3PR? =0

Variation d’énergie totale d[pc2R?] = 3 PR2dR Travail
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Interpretation Newtonnienne des

equations de Friedmann

am=.  Sphére de rayon /, de masse m et de
densité homogene et isotrope P.

Accelération subie par une masse

unité située a une distance radiale /:

d?l Gm G4
dt? 2 23

_ d’l _ Gm - ld ey d/Gm Gm
Or: FTZENE ' M(g)_dt(g) — =7 ¢
. s [ 1 R
Par ailleurs, on a la loi d’échelle: =g ==y
0 0

1 E[] : 2_ 47 ED i
= @&h) -oie(mr) <0 20



Interpretation Newtonnienne des
équations de Friedmann

1<I—“R)E—C— (E“R)EJFC
2 \ Ry 37\ R, ’

2
— R4 Ke? = 8";@,032 avec  C=-- (— )

Il suffit donc de définir /, telle que K= -1, 0, 1

« K=1 :C<1, énergie totale negative, la sphere peut
s’éffondrer

« K=-1:C>1, expansion infinie

« K=0 : C=0, énergie totale nulle; arrét de I'expansion
pourt —
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Equation d'etat

e 4G 3P

R=- ﬂ; (,ﬂ-l- :“_2) R (a)
. C 816G
R+ ke = ——pR’ (b)

3

2 équations, 3 inconnues: R(t), P etp

« || faut une relation de fermeture: pour un fluide parfait, P(p)
peut étre simplement de la forme:

P=w p ¢? avec 0<w<1
* w = 1/3 : univers dominé par le rayonnement

* w = 0 : « univers poussiere » . Correspond a l'univers
actuel car pour les composants dominants vZ/c? <<7

* w = -1 : champ additionnel = constante cosmologique
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Caracterisation et propriétés des univers de Friedmann

.4 P
B ﬂ'C (,O-i- 3 R (a)
< 3
R+ ke = 8“;@ (b)
R ? 8 R\? kc?
(R_n) —TFP(RD) Z—R—%
s 3H? _ ST
On définit: Poe = - . densite critique
8TG

Hy,= 100 h km s*' Mpc' = 3.252 10-'8 h s
G =6.67 108 cm3 g’ s

Po.= 1.88 10-2° h%2 g cm-3
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dU =dQ — PAV  avec dQ=0. (259)

Or

dU=d (pc B?) et dv =d(R%). (260)
Donc
d(pe R*) = —Pd (R*) = R*aP —d (PR®) (261)
ce qui implique gue
R*AP =d (pc R*+ PR*) =d (R* [pc? + P]) . (262)

Soit, en transformant dp = dp/dt, puis en dérivant par rapport au temps les termes de droite:
R*P =3R°R [pc® + P| + R*%pc® + B°P . (263)
Ce qui conduit & la relation .
% =-3R (p + ;) (264)
Par ailleurs, on peut écrire I'équation (250)(b) sous la forme

S?TG

R?= R% — kc? | (265)
puis, en dérivant par rapport an temps
2RI = % (pR2 + szR) , (266)
soit
R= 4?;(; (p%ﬁ + QpR) (267)

On peut maintenant utiliser I'expression de EE déduite de la condition adiabatique, (264), que
I'on substitue alors dans (267). On a donc

.. 4G 3P
R:_T (p+ ?)R, (268)

qui n'est rien d’autre que I'équation (250)(a). (CQFD).

simultanée que si
I'expansion est
adiabatique



Parameétre de densité
Poc 209



Caractérisation et proprietés des univers de

Friedmann
Evolution de la densité en fonction de z

Supposons que :
P=w p ¢? avec 0<w<17 etindépendant du temps

Comme: d(pﬂa):_gﬂzd}z

C

R%dp + 3R’pdR = —3pwR*dR

l

d [pRH{lﬂ-J)} —0 =  pRY+Y) = (Cte = ng{l—Fm)
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Caractérisation et proprietés des univers de

Friedmann
Evolution de la densité en fonction de z

d [pRH{ler)] —0 = R} = (Ote = ang{Hm)

* Pour un univers poussiere: w =0

pR’ = po R, » p(2)=py(1+2)°

* Pour un univers rayonnement: w =1/3

pR' = poRy - p(2)=py(1+2)*

Pour un univers en expansion, la transition d'une phase
« rayonnement » a une phase « matiere » est donc inéluctable
211



p=pll+z) (315)

Par ailleurs, kes observations du spectre du fond cosmologique démontrent qu'il £'agit un rayon-
nement de corps noir.

Il est possible de démontrer que Pexpansion de 'univers conserve ke corps noir, mais en modifie sa
tempiérature. En effet, soit nyde la densité de photons dans ke domaine de freéquence v et v + dee,
On a, pour un corps noir:

2
ik 1
Ny = 3__:’_m__ (316)
Cogkr =1

Le nombre total de photons est done

o L. 2 3
n= f nuidy = 87 (E) fl = n{r = 167((3) (k‘T) (317)
i e n T — fue
olt {(3) = 2.404.

La densité d'énergie de rayonnement est

Up = ;H:? = L hy mydy = o (318}

A canse de Pexpansion, la fréquence d'un photon est décalée et devient o' = {1+ 2). Le nombre de
photons dans ce domaine de fréquence contenns dans un volume Voest par ailleurs N, die = n, Ve,
Or, Pexpansion affecte ke volume qui devient V' = V/(1+z)*. Siles photons sont sans interaction,
alors lenr nombre doit étre conserw

n,Vdy = nl V'd/ (319)
Done 5
By 1 1 +z} vV
—a [{—:_,r - 1] Vdr = [ i) 1] T2 2p (1+z)dv (320}
st 5
fmp? {1 + z) Vv Hmrs
1+ z)de = . Vdie 321
o3 [ _'& 1] {1_2}3{ z)dv ] L%—l] C (321)
Ainsi, le spectre est tonjours celui d'un corps noir mais de température
T
T = (322)
l1+=

On peut done en permanence prédire la température de Punivers T & partir de la mesure de la
température actuelle Ty: T = Ty(1 + 2). L'univers était done plus chand dans le passé et il a done

une histoire lide 4 cette évolution en température.

Evolution du
COrps noir
cosmologique:

Le corps noir reste

Corps noir, mais sa
température décroit
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r ;:l ..
g % 9 7
=5 1 VE /’,"’
Prediction si 2t : 3 oot
. 10 "x,fE E,"’ ]
expansion \ e
5 __\‘_,f’ -
ol - T(z)=2.725x(1+2)K .
0 - | 1 | | | | 1 I 1 1 | | | 1 1 1 1 ]
2 3 4 5
Fedshift

Température du CMB en fonction de z (2008)



Caractérisation et proprietés des univers de
Friedmann

Existence d'une singularite

Cas des modéles P=w p c? avec -1/3<w<1

pRH{l-I—-L-J) = (Ote = pDRg{l-l—wj (£)2 _ M (@) 1+3w
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Caractérisation et proprietés des univers de
Friedmann

Existence d’'une singularite

(g)z(ﬂ)iHgnﬂ(%)”"‘“:ffsu_nﬁ} — Hi{t}=H§(%)z[na(%)'mﬂl—na}]

Supposons qu’a t=0 l'univers soit en expansion : dR/dt >0

. 4nG 3P
Or: R=- ﬂ; (,o+ F—2>R < 0 pour -1/3 <w<1
'n;.x.;.ff’g
e
/ R(t) concave:
singularité inévitable

. 215



S14w)-1p 2 d s+w)] — g R%(HWJ

ke R=siro)® R0 = HoFg
2 ) 2
R(t) = [3H{1 (1+w)] T b 45T — Ry (i) 3(i+a)
2 to
ou: t :
: 0=
36 e Ho 216




_2 T\ 3(1+w)
R‘D t3(1+¢r'} e R[] —_

[31{{, (1+ m)] g

R(t) =

( 2 to 2 (1+4w)
H = = Hy— = Hy (1 2
O = ST rwye oy ~Hol+2)
__ﬂR_l+3m_
> 4

(4] -
O\t 67G (1 + w)? 12

po 3y,
POt = GG GrG (14 )’ 217
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Modeles Einstein-de Sitter (EdS)

EdS

Univers domine par le
rayonnement

toe = to = =5

- Q=1

Univers dominé par la
matiere

t=to(1+2)"%?
< 2
H=—==Hy(1+2)>%?
3 = Holl+2)
1
90—2
2
toc =10 = 57—




Comportement asymptotique quasi-EdS
des modeles Q #1, -1/3<w <1,
sans constante cosmologique

H(t)* = H} (1+2)° |2 (1+ 2)07%) 4 (1 - Q)]

Il existe donc un z>z" pour lequel g, |
s —=14+2z>
(1- QQy) est négligeable R

1
1 143w RD
— 1 =D 14
0 R 7

9 2 Ry 3(14w) 2 3(1+w)
H* =~ H;{)y (f) = HiQy (1+ 2)

\ A grand redshift les modéles Q # 1 se
“15 comportent comme des univers EdS ou

| _ H, est transformé en H, Q,

Comportement identique 219



Relation courbure-Q)

2 [1 B ﬂ] ke’ + courbure constante
’ Rj (principe cosmologique)

Les univers seront donc caracterises identiguement
soit par la courbure k , soit par le parametre de densité
(totale) Q.

P < Perit N<]l & k=-1 < Ouvert
p=7pPait < Q=1 < k=0 < Plat
P> pair & 2>1 & k=41 ¢ Fermé
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Modele poussiére:

Posons © = R/ Ry

L’age de I’'Univers est donc

Ce qui signifie que pour 2 > 0, t < 1/Hj.



Modeéle euclidien: k=10

Onafl=1, p=p,. (densité critique) et donc

1 R/
t=—f T
Hy Jo Ve

Age de l'univers: t,=[2/3H]
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Modéle elliptique (fermé) k=1, 2> 1
Onapy > pe
Posons Q-1 Q- 1

LeS 3 1—<‘Jf‘*‘?f1‘3'2fQ z i;ir]%[m:?‘ N dr
modeles Z \/QH Ep—

et done
—1/2
£= f [ ] sinfde
standards o 17 §

Avee u = —cosfl, on obtient

_ L Qo 14+u

T 2H, (€ - 1}33’2 I-u'"
soit

1 [Ar{";m [u e u?”

M Od é I e D'oi l'expression de ¢ et du facteur d'expansion

TR tzﬁﬁ[ﬂ—sinﬂ]
R S
poussiere '
z:izL[l—msﬂ]

elliptique R~ 10T

qui est la courbe paramétrique d'une cycloide.
Les points caractéristiques sont
=0—+R=0

o ; L
pour =
-1 T 9 Hy (2 — 1)?

f=2r—= R=10 pour t =20

O=m— R= Ry =y

L'dge de I'univers est alors

R S [ 2 N2 0 e 2
m_Zﬂrul(r&al—l)ﬂEFZ Arms(ﬂu 1) Qu(nﬂ 2 < 3H,

&
A titre d'exemple, pour Q = 2 et Hyp = 100 g = 6 x 10? ans, le maximum d’expansion se produit &

tmar 2= 3.2 % 10" ans .



Modele hyperbolique (ouvert) k = -1, (1 <1

On a done py < p.. On établit les mémes équations que précédemment en substituant i =6 a 8.
On trouve alors

1
t= EHU (1 B nﬂ)gfz [Eh':‘:' - "F]
et
Ry
= a—ayle-1
et 'dge de I'univers s'écrit donc

1 1 0
to [1 - =

2 2
= Hy (1- ) zfl_nurfﬂ‘“”g‘**(m‘l)] ” 3H,
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Cas des modéles radiatifs w =1/3

(%)2 — 13 [ﬂr (%)Eﬂl-ﬂr:-]

oi1 {1, = {} pendant la période radiative.
11 faut noter que le terme (Ry/R) est maintenant au carré. Dans ce cas, on a

On a dans ce cas

1/2
1-0
R=R, (iﬂuﬂyﬂf) i [1 +— JF2"1&!.3.1&]
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Les 3 modeles standards

Reésume
Modéle Géométrie k QO q, Age Destin
Fermé Sphérique +1 >1 >1/2  {,<2/3t, recollapse
EdS Plat 0 =1 =1/2 t,=2/3t, expansion infinie

Ouvert Hyperbolique -1 <1 <1/2 2/3ty<t,<ty expansion infinie

A k=~1(g<05)
R N k=0{g=05)

\ k=+1{g>05)

k=+1| R= Ro(1 —cosn)
t = to(n —sinn)

:0 R:RU(t/tD)Q’IS

= —1 | R = Rg(coshnp — 1)
t = to(sinhy — n)
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Pour un fluide composé de plusieurs composantes de densité p;, on peut écrire en toute généralité:

Dans le cas d'un univers plat, k = 0,

ol py. est la densité critique ¢ = 0 = #3. Or, d’aprés I'équation d’état d’un fluide parfait, on sait
que pour chaque composante i du gaz on a:

pi = poi (1+2)°0H0)

soit )
H(z}) P0oi 3(14ws)
— = — (14 2z '
( Hy g Poe ( )
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donc

2
(HH(';)) _ Zﬁl:ﬂﬂi‘ (1 +z)3(1+w;‘] )

La dynamique de l'univers peut étre exprimée en fonction de H(z) et des contributions a la
densité de matiere (m), des photons (y), éventuellement des neutrinos (v) et d’'une
composante homogene sans fluctuations (X)

2
(HH('z)) o Qﬂm (1 + 25)3 + ﬂ{” (1 + z)4 + QCIX (1 + z)3(1+wx] )
0
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De méme, on peut donner I'expression générale du parametre de décélération. D’apres les équations

d’Einstein on a: .
R dr G 3P
(E) R (Pm*zi c—z)

De la méme facon que pour H(z) on peut exprimer la dérivée seconde de R en fonction du redshift
et des civerses contributions a la densité:

R H?
=) =- +3 Bwip:

R\ __H; Qom (14 2) + 33 wi; (1 + 2)>1 ) )
R 2 : 2 1

Le parametre de décélération actuel est donc

R Qom 3
qﬂ——Rﬂg—[ 5 +§;w590i]

solt

et & un redshift queslconque il vaut:

R 1
9(2) = _RH(z:)2 — 9

Qom (1+2)° + 33 wifoi (1 + 2)>+)
Qom (1+ 2)° + T; Qo (1 + 2)0+4)

L’accélération de 'univers est donc controlé par le signe des w; du numérateur.

Le temps écoulé est déduit immédiatement sachant que R = Ry/(1+ z), avec R = dR/dt:

t(2)

_ fm dz'
). (1+2)H(2)



1 8rG
Gik = Rix — s9ik R — Agix = — Lik

2
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1 8rG
Gik = Rix — s9ik R — Agix = — Lik

2
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kc? 8wl Ac?

ﬂk — ﬂm

T H2R? = gp2?

Parametre de décélération:

Qm
- — — 0
qo 9 A
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N
(%) = H}? [(1+z)2(1+ﬂmz}—z(2+z}ﬂﬂ] :

H(z) = Hop/(1+2)2 (14 Qm2) — 2(24 2) Q4 -

|

HO) — t(2) = — [ L !

HyJo 1+= \/(1+z}2(1+ﬂmz}—z(2+z)ﬂﬁ
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Lookback Time H,t

0.4

0.2

(0.4,0.6): 0.88796
(0.4,0.4): 0.84563
(0.4,0): 0.77870
(1,0): 0.66667
Cas general: (2 Q)
L PR R T R T

2 3 4
Redshift z

5
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redshift z

Cas général: (Q ;Q,) ¢



1/2

r(z) = Sinn [|1 — = thlﬁ f [(1 + z) (14+Q,,2) —2(2+ 2) Qh:l c]z]

r(z) = Sinn [|1 = Qm — 2| x(2)] ,

Sinn(z) =z si 1-Q,-Q3=0
Sinn(z) =sin(z) si 1 -9, —-Q) <0

{ Sinn(z) =sh(z) si 1 —-Qp—Qy >0
Distance diametre-angulaire

_ c(l+2)""
Hy |1 - Qp — Qu['?

1/2

Sinn [|1— _Qﬁllﬁf [(1+z) (14 Qn2) —Z(2+Z)ﬂﬁ]

o

Volume;

1 [sm [211 = O — 2a]"?] x(2)

V(z) = T TR —x(z)]
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— 0=0.05 A=0.0
L . D=0.30 A=0.0
15 e (=100 A=0.0
i 1=0.30 A=0.7
e—m = 0=0.10 A=0.9

Distance luminosite Distance angulaire
D, =r(z).(1+2) DA=r(z)/(1+2)
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d’'univers de ., .. e -
Friedmann

R(Y k=1 R(t) k=1
A=0 A <0




Distance comobile

5 b
 Facteur d’échelle
3
=
1
o
Q. =02 240
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Modeles
d’univers
generaux

Expansion jusqu’a l'infini
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dN = n(z)dV

T HE)(1+2)




avec  H(z) = Ho\J(1 +2)2 (1 + Qnz) — 2(24 2) Oy

= c(l+ Z)_l . B B 12 2 ) B _12
A_Holl—ﬂm—ﬂftll/zsmn [Il Q — Q4| /0 [(1+z) (14 Qm2) z(2+Z}QA] (j:]ﬁ)
3
 k=0; A=0 dN  4c’ngd9 (\/1 +z - 1)
’ dz N Hg (I_I_Z)E;’?
3 _ 2
« 0=0.1; A=0 dN _ 4Pm0dQm [Qmz + (Qm — 2) (VIF Oz — 1)]

dz H; QL (142 VT + Q2 .
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Cosmologie avec constante cosmologique:
profondeur optique

T =/ n(z)o(z) dl ,

c 1 dz
Ho \[(1 422 (14 Qpn2) — 2(2+2) Q4 L T2

()= [ n(o(2

« Exemple1: diffusion Thomson d'un milieu ionisé

ne(2) =n,?,g(1-|—z)3 _ nﬁﬂ:ﬂ _ p0,c820 ?
' T’T?.-p r.I"’J"Il‘.-iir;J
_ Pocthoore / ! (1+ 2)*dz
mypHo V422 (14 Quz) — 2 (2+2) O

Q,=1; A=0: 7(2) = 0.045 h fo; [(1+2)°% -1]
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Cosmologie avec constante cosmologique:

profondeur optique

* Exemple2: effet de lentille gravitationnelle integre

ng(z) =”9,0(1+3)3 _ o(z) :ﬂ'Rg :
R
7(2) ngnﬂ. F/ ! (l-l—z)Edz.
VU +2)2 (14 Qnz) — 2(2+ 2)
: Ric
rz) = §%}“u+zw -

n, o donnee par la fonction de luminosite des galaxies:

0.01 4~ gal.Mpc-
— 7(2=0.3) = 0.008 ;

Q,=1; \=0 . —r(z=1) =002 ;
- 1(2=30)=1.
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Le rayon de Hubble

Par déefinition, le rayon de Hubble d, est
dy = c/H(t)

Pour t=t,,
1/H,=3.25h 1078 s
Donc: d,,= 3000 h-" Mpc

* d,, est I'échelle caracteristique de coherence des
processus cosmologiques.

 c'est I'echelle caracteristique a partir de laquelle
les effets relativistes deviennent importants
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Le rayon de Hubble

Entrée de I'échelle /(t) dans le rayon de Hubble

1. Onavuque H(t)=l.?/R

2. Par allleurs, on a vu que
R(t)=t" avec n<1

Donc dy(t) =c.t

 Ainsi, R(t) =rayon
propre croit moins vite
que le rayon de Hubble
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L "horizon
L’horizon particule

Dimension de l'univers observable aujourd’hui (t=t,)
l.e. pour z — o

TH dr

R =R/
" ’ 0 1 —kr?

Exemple: univers sans constante cosmologique

(Rp= &£x 2 k=0 (2 =1)
c 2. pei [(Qo—1)\1/2
¢ RH = m}‘: ﬁi}lfffﬁlﬂ (Tﬁ) k=1 (Sl[} > 1)

Ry — £x —2 Aresh(=2)"’ p—_1 (0, <1
\ H — m}{ fl_ﬁ“*rbh ( o ) = = ( 0 < J

* Si Ry est fini alors tout evénement de R>R,, est

iInobservable a t=t,. C’est |'horizon particule. "



L’horizon
L’horizon evénement

Un événement emis en r=r, a t=t, sera t-il detecté par un
observateur en r=0 un jour?
oedt

/‘?"1 dr
to I{{f—) 0 v J. = .IIﬂTPQ

Que se passe t-il si ¢, —00 ?

« Si le terme de gauche converge vers une valeur finie
alors cela signifie qu'il existe une borne ry limite
correspondant a t infini.

—> tout éevénement emis en r,>r, ne sera jamais
accessible a I'observateur.

* r, est I'horizon événement 230



L "horizon
Le probleme de I’horizon

Soit le diametre angulaire d’'une structure a un temps t:
0y =ct/d,

A z=1 000, la taille de I'horizon peut étre calculée. Pour
Z grand, on peut démontrer que

d, ~ 2c/HyQ,
et donc:
0, ~ 1.8 Q,"? deg.
* Des evénements separés de cette limite angulaire n'ont
pas eu de liens causaux avant z=1000....
* L'univers de ne devrait pas étre isotrope au-dela de cette

limite.
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Le probleme de la platitude

0. — 87
m—ﬁp

Ona:

H(z) = Hp\J(1 4 2)° (14 Qpz) — 2(2+ 2) Q4 |

Donc, pour k=0 et Q, >0, ona l'evolution suivante:

a Qp (14 2)°
Qo142 +1-Q

* Donc, si: Q,=0.3 alors 02=0.99999999 a z=1000
* Ou bien, si O>1 a z=1500 alors Q,<0!
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Probleme de la
platitude

Facteur d’échelle R(t)
\'I

0>1

—_ » Temps
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